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Resumo

O objetivo do presente trabalho trata da analisent@@acdo mutua escoamento/campo
magneético que se desenvolve no interior de um admallacas planas e paralelas ao se aplicar
um campo magnético externo transversal. O fluititrieamente condutor, entra no canal sob
um perfil qualquer de velocidade, e tera seu dedeinvento natural no interior do canal afetado
pelo campo magnético aplicado (devido a forca derita). Correntes elétricas seréo induzidas
no interior do escoamento, de maneira que campamétiaos também serdo induzidos e
superpostos aquele externamente aplicado. Esst® efedifica dinamicamente o campo
magneético externo. Diz-se, entdo, da interacaoladape duas vias. O estudo dessas interacdes
serd efetuado a partir de uma formulacédo bidimeasidas equacdes de Navier-Stokes, na
formulacdo em funcdo corrente, para escoamentegme permanente, acoplada a equacao de

transporte do campo magnético.

Deve-se perceber que as correntes induzidas ndomto escoamento podem ser
aproveitadas para geracao de energia elétrica, dsmdmto, propulsdo ou medicao de vazao do
escoamento. Tais aplicacbes podem e devem seras®@ fontes de energias alternativas e
renovaveis, através do fornecimento ou aproveitéonela energia elétrica ao/do sistema

magnetohidrodinamico.

A solucdo das equacdes governantes, a equacodes adier-Stokes na versdo
bidimensional da formulacéo de fungéo correnteegumcdo do transporte do campo magnético,
serdo obtidas através da Técnica da Transformaddgréth Generalizada (GITT). Os resultados
obtidos para o campo de velocidade e campo magnéiem como suas funcdes escalares
associadas, sdo produzidos e comparados aos raéuliteem funcédo dos principais parametros
de governo: numero de Reynoldd€( numero de Reynolds magnéticRe() e nimero de
Hartmann Ha). Com o objetivo de ilustrar a consisténcia danitéec da transformada integral

generalizada, anéalises de convergéncia sao tamieémadas e apresentadas.

Palavras-chave Magnetohidrodinamica (MHD), Transformacao Intégi(&ITT), Placas
Paralelas.



Abstract

The aim of this work deals with the analysis of thetual interaction between flow and
magnetic fields that develops in a parallel-pldtarmel as soon as an external magnetic field is
applied transversely to the plates. The fluid, teleally conductive, enters the channel under any
velocity profile and will have its natural developnt within the channel changed by the applied
magnetic field (due to the Lorentz force). Electigrents are induced inside the flow so that
magnetic fields will also be induced and superposedhat externally applied. This effect
dynamically modifies the external magnetic fieldhid is the so-called a coupled two-way
interaction. The study of these interactions wdlrbade from the two-dimensional version of the
steady-state Navier-Stokes equations in the straamtion formulation, coupled with the

transport equation of the magnetic field.

One should realize that the currents induced witthie flow could be utilized in
electricity generation, propulsion or flow measueat Such applications can and should be
associated with renewable and alternative sourttesugh imposition or recovery of the
electrical energy to/from the magnetohydrodynarnggtesm.

The solution of the governing equations, the twaehsional version of Navier-Stokes
equations and the transport equation for the magfietd, will be given by the Generalized
Integral Transform Technique (GITT). The resultsaniied for the velocity field, magnetic field
and temperature field, as well as the associat@drsitnctions, are produced and compared with
the literature on the basis of the main parametérgovernment: Reynolds number (Re),
magnetic Reynolds number (Rem) and Hartmann nun(He). In order to illustrate the
technique of the consistency of generalized integjamsform, convergence analysis, are also

performed and presented.

Keywords: Magnetohydrodynamics (MHD), Integral Transform&I{T). Parallel-Plate
Channels.
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P Campo de presséao

u(x, y) Componente da velocidade do fluido ao longo car@adirecao x

V(X Y) Componente da velocidade do fluido transversalaaal, na direcéo y
U, Velocidade média do fluido na entrada do canal

Pe Pressdo média sobre o fluido na entrada do canal

by Termo com dimenséo de campo de inducdo magnéticdamental no processo de

adimensionalizag&o

CapPiTULO V

Y (y) Autofuncéo autonormalizada relacionada ao camgdardgo corrente
H.(y) Autofuncéo autonormalizada relacionada ao camgdardgio magnética
O (Y) Funcéo corrente para entrada ou saida do canal

h.(Y) Funcdo magnética para entrada ou saida do canal

N, Norma associada a autofuncées do campo de fucéante

M, Norma associada a autofuncées do campo de funggoética

X(n) Vetor utilizado na rotina BVPFD (supracitada)

uxn

1 . . .
As variaveis que apresentam o sobrescrito
forma dimensional.

estdo na forma dimensional e, quando n3do apresentam, estdo na



Letras(Gregas

CapiTuLO |
7 Angulo de deflexdo de um elétron no efeito Hall
CapiTuLO I
£ Forca eletromotriz
V4 Numeropi
@ Vazao
o Condutividade elétrica do meio
P Resistividade elétrica do meio ou densidade dgasar
oA Permeabilidade magnética do meio (vacuo)
) Fluxo do campo magnético
& Permissividade elétrica do meio (vacuo)
T, Tempo de amortecimento magnético
yo, Massa especifica do fluido
m Difusividade magnética
v Viscosidade cinemética
U Viscosidade absoluta ou dinamica
CapiTULO V
7] Funcéo escalar para o campo de velocidade, fuuaé@ente
B Funcéo escalar para o0 campo magnético, funcaoétiegn
Ye(y) Campo de funcgao corrente filtrado

B-(y;X)  Campo de fungéo magnética filtrado
y7i Autovalor associado ao campo de fungéo corrente

Q. Autovalor associado ao campo de fun¢cdo magnética
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1. INTRODUCAO

1.1. INTRODUCAO AO TEMA

A magnetohidrodindmica ou MHD € a é&rea da ciéncia gstuda a interacdo entre o
escoamento de fluidos condutores elétricos e camm@@méticos preestabelecidos na regido do
escoamento. Matematicamente, ela busca solucéesapaquacdes da eletrodinamica acopladas
as equacdes da mecéanica dos fluidos para interagda@®scopicas e tipicamente lentas entre o
campo magnético imposto e 0 escoamento. Isto passam, desprezam-se a corrente de
deslocamento de Maxwell e 0 acoplamento das eqsiagbda através da densidade de corrente
e da lei de Ohm generalizada. As equactes da MHPreeam correcdes relativisticas, efeitos

guanticos, conservam massa, energia e quantidanedmento.

Quando um fluido condutor, sem movimento, por glerresta submetido a um fluxo de
campo magnético variavel, € gerada uma correntezidd no fluido e, consequentemente, um
campo magnético induzido. Estes campos, induterdazido, interagem entre si alterando o
gradiente de pressao do fluido, que é matematidandascrito pelo produto vetorial entre o
vetor densidade de corrente elétrica e o vetoridieths de campo magnético indutor. N&o
obstante, se o fluido escoa, por exemplo, perpalaiventé a um campo magnetostatico,
elétrons e ions podem ser defletidos transversamanescoamento. Como a massa (a inércia)
dos elétrons é muito menor que a dos ions, despeepadeslocamento dos ions frente ao dos
elétrons, a velocidade de difusdo dos elétrons iformaior que a dos ions e a densidade da
corrente elétrica é determinada, principalment&g géusdo dos elétrons. Somente se o fluido
estivesse submetido a um campo magnético muitoadafea difusdo dos ions ndo poderia ser
negligenciada. Se o fluido condutor € um plasma,agesenta ions, e sé se pode considerar a
deflexdo de prétons e elétrons que estariam, dssiatias temperaturas, tao distantes entre si, ao
ponto de serem considerados como particulas indep&s. Obviamente a difuséo de elétrons
ainda serd mais evidente que a de prétons, devidsparidade massica entre eles. Se a
substancia é idnica (salina), de tal sorte qugaeste estado liquido ou dissolvida em solventes
polares (normalmente agua), s6 se pode considedaflexdo de ions, cations ou anions da
substancia (ATKINS, 2002).

2 sas ~ . . . ~
O campo magnético pode ndo ser necessariamente perpendicular ao escoamento. Na configuracdo de

ortogonalidade, as interagdes magnéticas com o escoamento tém intensidade maxima.
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Deste ponto, desprezando-se o deslocamento de
fons e prétons, com a deflexdo dos elétrons petpoa
magnético perpendicular ao escoamento, surge ume§

densidade de corrente elétrica induzida, transvexsa

escoamento, produzindo uma forca eletromotriz cquoep

Deflexao do elétron

ser detectada por eletrodos nas paredes do dute ond | 0
ocorre o escoamento. Este efeito € conhecido cdeio e y
Campo Magnético
Hall, descoberto por Edwin Herbert Hall em 187%rio Figura 1.1 - Deflexdo de um elétron no
. _ . interiord i

aluno de doutorado na universidade de Harvard. E" " 9 H7m campo  magnetco

mostrando o retardo Ax causado pelo
importante salientar que essa densidade de corrent®//to Hall- Fonte: elaborada pelo autor.
provoca um frenamento no fluido, confirmando umngipio fundamental da natureza que
garante que a energia elétrica ndo pode ser geeadague outra diminua. H4 uma transformacéao
de energia mecanica de escoamento em energia&|Bail. Observe, na Figura 1.1, que se o
elétron ndo fosse defletido, seguiria 0 escoameat@osicdo A para a posicdo B. Com a
deflexdo, ele segue de A para B’, retardafAana dire¢cdo do escoamento e quanto maior for o

angulo de deflexa8, maior € o efeito Hall. O angutbquantifica o efeito Hall.

Paralelamente, o desenvolvimento de métodos nuosériedotados na solucdo das
equaclOes que governam O escoamento e a transéednaalor, tem ganhado cada vez mais
espaco na comunidade cientifica e tecnologicacipaimente no que diz respeito ao seu uso e
aplicacdo. Atualmente, os métodos conhecidos cahumes finitos e elementos finitos formam
a base das metodologias numéricas, que sdo empsegad nucleos de calculo dos mais
modernossoftwares encontrados nos campos de dinamica dos fluidogpetacional e de

analise estrutural computacional.

Ademais, faz-se mister o desenvolvimento e apliwag@ métodos matematicos que
mantenham um carater analitico na obtencéo da&swhlgs equacdes dos mais variados campos
da ciéncia. Dentre as metodologias que satisfaaémedquerimento, pelo menos parcialmente,
esta 0 método conhecido como Técnica da Transf@mategral Generalizada - GITT
(COTTA,1993; COTTA, 1998; SANTOS et al., 2001). ATG® (acrébnimo da expressdo em
inglés Generalized Integral Transform Technique uma técnica hibrida, numérico-analitica,
gue vem sendo desenvolvida de forma paralela adedos puramente numéricos, e que
mantém, na sua aplicacdo, todas as caracterigicama solug¢édo analitica, como o método de
separacao de variaveis, associada, por outro déadmhustez dos métodos puramente numericos

para solucdes de sistemas de equacdes difereodaarias.
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1.2. OBJETIVOS

O principal objetivo do presente trabalho consiste desenvolvimento de analises
hibridas, numérico-analiticas, da interacdo muttaeeo escoamento de um fluido condutor

elétrico no interior de um canal de placas parslelaampos magnéticos (externo e induzido).

O objetivo serd alcangcado com a aplicagcdo da Ta&cde Transformada Integral
Generalizada (GITT) nas equacbes que governam oam&nto do fluido condutor (na
formulacdo completa de Navier-Stokes) e o transpdd campo magnético nesse campo de

escoamento.

A andlise da interacdo mutua escoamento/campo riegreera desenvolvida em um
canal de placas planas e paralelas, separadas airoatréh por uma distancia Um campo
magnético externo é aplicado transversalmenteas gdacas. O fluido, eletricamente condutor,
entra no canal sob um perfil qualquer de velocidadéera seu desenvolvimento natural no
interior do canal afetado pelo campo magnéticacapb (devido a forca de Lorentz). Correntes
elétricas serdo induzidas no interior do escoamémoquais podem ser aproveitadas para
geracdo de energia elétrica, propulsdo, etc.), @leeira que campos magnéticos também serdo
induzidos e superpostos aquele externamente apliésbe efeito modifica dinamicamente o
campo magneético externo. Diz-se entdo da interdgedduas vias. O estudo dessas interacdes
sera efetuado a partir de uma formulacdo bidimeasidas equacdes de Navier-Stokes, na
formulacdo em funcdo corrente para 0 escoamentcegime permanente, acoplada a equacéo

de transporte do campo magnético.
O desenvolvimento do presente trabalho é justificadsicamente, tendo em vista que:

 Atualmente, a GITT tem se tornado uma ferrametgareferéncia para fins de
benchmarkingem diversas situacoes fisicas. O presente traléalimna extensédo natural de sua

aplicacdo nesse novo campo de pesquisa.

» Estudos anteriores que empregaram a GITT em r@gdeodindmica, adotaram a
simplificacdo de camada limite (LIMA e REGO, 2013u resolveram problemas
unidimensionais transientes (LIMA et al., 2007; B, 2014). Mais recentemente, a
formulacdo de Navier-Stokes foi empregada na soldggescoamento MHD em um canal, mas
sem considerar o efeito do escoamento sobre o caragoético (PONTES, 2015).

e O interesse no estudo do efeito acoplado de duas, escoamento/campo
magnético/escoamento requer a inser¢cdo da modelagdematica, e da consequente solucao,

da equacado de transporte do campo magnético. &iab efdiciona novos desafios ao presente
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estudo, tendo em vista a presenca de novos acagiasnerovas nao linearidades e de novas
especificacdes de condi¢cdes de contorno para ocamagnético. Assim, o presente trabalho

estende os esforcos do estudo desenvolvido poe®@215).

* A escolha de uma geometria simples se d& peiédéte de geracdo de resultados

benchmark, em contraste ao emprego de um modelo fisicoaie dificil tratamento numerico.

e A proposta de estudo aqui colocada se insere toal aenario de uso e
desenvolvimento de novas tecnologias e fontesnaligas de geracdo e aproveitamento de

energia.
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2. FUNDAMENTACAQ® TEORICA

2.1. BREVE HISTORICO DE MHD

Os fenbmenos de magnetohidrodinamica (MHD) foramcui®s pela primeira vez
quando Michael Faraday (1791-1867) experimentoueenggio de eletricidade através do
escoamento de um fluido condutor de eletricidade wenma regido de campo magnético
estacionario. Em janeiro de 1832, ele criou um owdde fluxo, na ponte de Waterloo, em
Londres. Ele imergiu eletrodos no rio Tamisa espado um fio ao longo da ponte, os conectou
através de um galvandémetro. Ele, fundamentado toodia que a agua do rio era eletricamente
condutora (salina), movendo-se através do campmétiag da Terra, deveria produzir uma
forca eletromotriz transversal ao fluxo do rio (BIPOMBE et al 2014; LITTLE, 1967).
Pequenos desvios irregulares do galvanémetro fatanfato observados. No entanto, sua
experiéncia ndo foi bem sucedida, pois os eletradam eletroquimicamente polarizados —
gerando efeitos ndo compreendidos naquele mom@ntonceito teve pouca utilidade pratica e,
portanto, desapareceu, para reaparecer na literdeupatentes a partir do inicio de 1900 e na
década de 1930 com o trabalho tedrico sobre pr@sestsmicos e projetos para geracao de

energia termonuclear que reavivou o interesse er® MH

Em 13 de agosto de 1940, B. Karlovitz, um engephkirngaro, prop6s um sistema
MHD gasoso e arquivado sob patente US2N210.918, intitulada "Processo para a conversdo
de energia". Trabalhando com os laboratérios dgyies da Westinghouse, ele tinha mais de
1.938 experimentos realizados nos produtos da cet@budo gas natural como fluido de

trabalho usando um gerador MHD anular - tipo Hall.

Em 1959, o engenheiro norte-americano Richard Rasa o primeiro gerador MHD
verdadeiramente bem sucedido, produzindo cercaOdkWL. de poténcia elétrica. Pesquisas
posteriores feitas por Rosa estabeleceram a piatiei da MHD para sistemas movidos a

combustiveis fosseis.

Em 1963, o Laboratério de Investigacdo Aeronauliv& O Everett, sob a direcado do
engenheiro americano Arthur Robert Kantrowitz, comoeuma série de experimentos que
culminou com um gerador MHD de 35 MW que utlizavaerca de
8 MW para alimentar seu eletroimad. Este geradorteman por muitos anos, o recorde de
poténcia util, até entdo registrado. Prevendo-gengufinal dos anos 1960 a energia nuclear iria

dominar a geracdo de energia comercial e o fracass@ncontrar aplicacoes para missdes
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espaciais, extremamente cobicada na época, hougereducdo acentuada nas pesquisas e
financiamentos em MHD.

Em 1970, o prémio Nobel de fisica foi concedido fé&isos, 0 sueco Hannes Olof Gosta
Alfvén (1908-1995) e o francés Louis Eugene FéligeN(1904-2000). Alfvén, por suas
descobertas na magnetohidrodindmica, e Neéel pos gescobertas no magnetismo,
particularmente, o antiferromagnetismo e o ferrameégmo. Alfvén € considerado um dos
maiores colaboradores da teoria da magnetohidnmiliad Ele argumentava que se um plasma
(gases eletricamente carregados) permeia o esp&gqoderia carregar correntes elétricas
capazes de criar um campo magnético galactico. €ssa discusséo, ele, como professor da
Universidade de Uppsala (Suécia), iniciou uma raigeiplina que mais tarde seria chamada de
magnetohidrodinamica (MHD). Alfvén ainda descreveorias sobre tempestades magnéticas,
auroras boreais, manchas solares e formas de dafalashoque eletromagnéticas que se
propagam em um plasma, ondas essas conhecidasoooia®de Alfvén.

Com a crise energética de 1973, reavivou-se o éotsistemas MHD a base de carvao,
mais eficientes para a geragao de energia nos dsstadidos como resumido por Pomeroy
(1978). Uma analise historica e técnica detalhaglagyetacdo de energia MHD a carvao foi
apresentado por Gruhl (1977) com base no trabateRR (Agéncia de Protecdo Ambiental dos

Estados Unidos) patrocinada pela empresa Exxon.

O interesse em MHD pela fisica de plasma sé teM@oimos anos 50, objetivando se
obter o controle da fusdo termonuclear através alfiamento de plasma por campos
magnéticos. Naquela década, os russos Igor TamndeeASakharov (que foram inspirados por
ideia original de Oleg Lavrentiev) criaram o TOKAMAuma camara toroidal magnética para o
confinamento de plasma e reproducédo de fusdesaraslem altas temperaturas (150 milhdes de
°C), simulando a reacdo nuclear no interior do &gjerando energia limpa, uma vez que o
processo nao deixa residuos radiativos como osecaius reatores de fissdo nuclear.

Nas décadas de 60 e 70, surgiram, na engenhatias aplicacées praticas da MHD,
com os trabalhos pioneiros do engenheiro J. Harimaue inventou um dispositivo
eletromagnético de bombeamento em 1918. Estudoicutlostamente as interacdes entre o
escoamento de mercurio e um campo magnético vamaveegido do escoamento. Com essas
contribui¢cdes, Hartmann ganhou o titulo de “panuetal liquido MHD” e, hoje em dia, o termo

“escoamento Hartmann” € utilizado para descrevayasaentos em dutos sob a influéncia de um

campo magnético.
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A MHD na engenharia iniciou-se como resultado @gmdes inovacoes tecnoldgicas, das
quais, de acordo com Davidson (2001), é possitaat. ci

v' O rapido desenvolvimento dos reatores nucleares,utjlizavam sédio liquido

como refrigerantes e necessitavam de um bombe#&den& e ndo invasivo;

v' A fusao termonuclear controlada, que necessitavdoduinio e do confinamento
do plasma quente, o qual deveria ser mantido Ideggualquer tipo de superficie,
proeza atingida apenas com forcas magnéticas;

v' O gerador de energia MHD, no qual um gas ionizagoogelido por entre um

campo magnético, melhorando sua eficiéncia enesgéti

Duas décadas mais tarde, a MHD passaria a seradpliem diversas areas, sendo
fortemente utilizada por industrias metallrgicasiderirgicas para a extrusdo e apuracao de
metais. O principal ponto dessa aplicacdo é a fdegcaorentz, que proporciona um meio néao

invasivo de controlar o escoamento de metais.
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2.2. ALGUMAS APLICACOES DA MHD

2.2.1. BOMBA ELETROMAGNETICA

Esta aplicacdo ocorre quando

campos elétricos e magnéticos, 3
Flow

perpendiculares entre si, s&uopostos, ao JxB
B

mesmo tempo, perpendicularmente ao

bY

escoamento. Devido a densidade de Figura 2.1 - Esquema de uma bomba eletromagnética,
. ) indicando a for¢ca de Lorentz F = (JxB) no sentido do

corrente, estabelecida verticalmente para escoamento. Fonte: DAVIDSON, 2001.

cima, no mesmo sentido do campo elétrico,

uma forgca magnética propulsiona o escoamento, sgudotificada pela equacdo de Lorentz:

F=]xB (Figura 2.1). Proposta pela primeira vez por vd#al832, a bomba eletromagnética
encontrou sua aplicacdo ideal em reatores nucleane® € usado para bombear o liquido de
arrefecimento de sédio liquido através do nuclecedtor (DAVIDSON, 2001).

2.2.2. MEDIDOR DE VAZAO

Considere o0 escoamento ~ ,xh+*++H++trtrdrbr 4

v

uniforme, com velocidade v, de um / o .

fluido condutor no interior de um @% L ('D Rl escoamento
ey . e B

canal cilindrico de diametro L, NG Fm >

submetido a um campo magnétiBo
Figura 2.2 - Situagdo em que a forga elétrica se iguala a forga

perpendicu|ar a ele e, diferentemente magnética estabelecendo uma tensdo constante transversal ao

) escoamento. Fonte: elaborada pelo autor.
da bomba eletromagnética, uma
corrente elétrica ndo sera imposta no escoamemriad® & acdo da forgca magnética, elétrons
qgue fluem com o escoamento serdo defletidos criamah@ forca eletromotrizfdm ¢)
transversal, o efeito Hall. A deflexdo de elétronserrera até que a forca elétrica, Fe, criada pelo
campo gerado pefam equilibre a forca magnética, Fm, (Figura 2.2).

Assim, na situacao acima, tem-se:

IR EIR |
e.E= ev.B

= E=vVv.B

Sendo E.L =, tem-se:

e=L.B.v (2.2)
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Assim, se eletrodos forem colocados nas lateraiesdoamento serd possivel medir,

indiretamente, a vazao do fluido no canal. Da FidlB e, escrevendo-se v = ds/dt, tem-se:

8=L.Bd—S

i~ )
— Y Para o deslocamento ds, tem-se

ds = dVol/A, onde dVol é um diferencial do
; volume e A € a area de segéo transversal do
|||} -- ==l \  tubo. Assim:

Il |
A dt

L

Figura 2.3 - Um medidor de vazdo Hall, com campo Como  dVol/dt representa a Vaza@) (e

magnético vertical gerado por um eletroimd e os eletrodos T[Lz

laterais, ligados a um milivoltimetro, medindo a tenséo Hall. A=——, obtém-se:
Fonte: http://www.mecatronicaatual.com.br. Acesso em:

24/05/2016.

_(TL
b(e) _(E) € (2.2)

Note que a vazdo € uma fun¢éo da forca eletromotedida nos eletrodos, uma vez que

a largura do tubo e 0 campo magnético imposto gastantes.

2.2.3. CONFINAMENTO DE PLASMA

Outra aplicacdo de MHD se encontra, como ja exposb controle da fuséo
termonuclear através do confinamento de plasmagmpos magnéticos em reatores (como 0S
TOKAMAKS). Neles, para que a fusdo ocorra, as teatpeas do plasma chegam a ser da
ordem de 1DK. Se ocorrerem choques entre as particulas arasigs do reator, o plasma esfria

rapidamente e a fusado nao ocorre.

Se 0 plasma conseguir “sobreviver” suficientemejtente por cerca de 10 segundos com
densidade suficiente (da ordem de um milionésimoddasidade do ar na presséo
atmosférica), o aparelho poderia produzir maisgaato que gastaria — condicdioe qua

non conhecida como critério de Lawson, para que s8goonstruir uma usina que gere

energia (e ndo que consuma).

3 Disponivel em: <http://portal.ifi.unicamp.br/deq/grupo-de-fisica-de-plasmas-e-fusao-termonuclear-controlada-
gfpftc>. Acesso em 20 maio 2015.
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Assim, forcas magnéticas sdo usadas para mantémaoo plasma quente longe das

paredes do reator. A Figura 2.4 ilustra um exengaples de um sistema de confinamento

magnético.

FORCA DE
CONFINAMENTO

SOLENOIDE

CORRENTE NO
SOLENOIDE

CORRENTE INDUZIDA NA
SUPERFICIE DO PLASMA

Figura 2.4 - A corrente induzida no plasma sofre agdo do campo gerado
pela corrente no solenoide e a forca magnética atua no sentido de
confinar o plasma no centro e afastd-lo da parede do reator. Fonte:
DAVIDSON, 2001.

2.2.4. AGITADOR ELETROMAGNETICO

Talvez a aplicacdo mais generalizada de MHD

em engenharia é a utilizagdo de agitacdo y
Campo Magnético
Rotatério

eletromagnética. Aqui, o metal liquido a ser agitad
exposto a um campo magnético rotativo. Com a

variacdo do fluxo magnético, um campo induzido é

gerado no metal e este, por sua vez, vai intecagir o

Metal Liquido
Girando

campo indutor, tentando frea-lo, criando assim uma
forca restauradora. A reacdo esta no liquido, que €

sempre for¢cado a girar no mesmo sentido do indutor,
- . Figura 2.5 - Campo magnético agitando um
havendo uma transformagéo de energia do CampCfuido condutor por rotagéo.  Fonte:

elaborada pelo autor.

indutor em energia de rotacdo do fluido mais calor

(devido as forcas viscosas). Vide Figura 2.5.

Esse sistema € usado em operacdes de fundicdd)graogeneizar a zona de liquido de

um lingote parcialmente solidificado. O movimengsultante tem uma profunda influéncia

sobre o processo de solidificacédo, assegurandmistara dos elementos de liga e fragmentacéo

continua dos cristais do tipo “floco de neve” gadagmam na massa fundida.
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Também é rotineiramente utilizado em
laboratorios de quimica para uma boa agitacao e

homogeneizagdo das misturas, mesmo que ela

nao seja condutora de eletricidade. Neste caso, a -

agitacdo se da com a colocacao de uma pequena [ ]

barra metalica movida pelo campo magnético C

rotativo (Figura 2.6).

Figura 2.6 - Agitagdo de um liquido através da
interagdo entre uma pequena barra colocada em seu
interior e um campo magnético rotativo em sua base.
Fonte: elaborada pelo autor.

2.2.5. AQUECIMENTO ELETROMAGNETICO

Outra aplicacdo bastante popular € o0 aqueco
eletromagnético por indugdo. Bobinas de alta fregiaégeram m
campo magnético alternado no interior das mesmas.un
material metalico condutor for introduzido no inberdas mesns,
correntes de alta frequéncia serdo induzidas neriabe havra
dissipacdo de energia elétrica por efeito Jouleyqmando cu
aguecimento. Materiais altamente reativos sdo Husite a ete
efeito.O aquecimento por indugcdo é um processo que € sra

selagem, endurecimento ou amolecimento de metaisubios

materiais condutores. Uma aplicacdo comercial atde

aguecimento por inducéo sao os fogdes por inducéo.

2.2.6. LEVITACAO ELETROMAGNETICA

Se uma bobina magnética de alta frequéncia induzertes alternadas em oposicao de
fase, em relacdo a sua, no material contido ngiantda mesma, surgirdo forcas opostas de
repulsdo e de mesma intensidade, no material eolb@dy uma vez que correntes opostas se

repelem.
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Pode-se analisar, através de um modelo
simplificado, a levitacdo de uma gota colocada na
parte superior de um solenoide, conforme mostrado n
Figura 2.8. Observe que, em certa poténcia da pbin

a forca magnética equilibrard o peso da gota,

provocando a levitacdo. Como ja discutido

anteriormente na Sec¢do 2.2.5, havera, ainda, o

aquecimento do material por efeito Joule. Figura 2.8 - Levitacdo magnética de uma gota

onde i e i’ representam, respectivamente, as
correntes alternadas na gota e na bobina.
Fonte: elaborada pelo autor.

2.2.7. VALVULA ELETROMAGNETICA

Considerando-se os efeitos descritos na secao
anterior, se a massa da gota for aumentando ESCOAMENTO

continuamente, faz-se necessario aumentar a ‘

SOLENOIDE FORGA DE

LEVITAGAO

intensidade da corrente, ou seja, a poténcia diadob
para fazé-la levitar. Isto posto, € entdo possivel

©» O O\ O ©

um escoamento, controlar a sua vazao através d:

intensidade do campo indutor, ou seja, da corrente
alternada na bobina indutora. Assim, se a corrente
for diminuida, a vazdo aumenta, e se a corrente for
aumentada, a vaz&o diminui. Essa possibilidade de€rigura 29 - Esquema  simplificado  de

. . funcionamento de uma vdlvula de indugdo
controle de corrente caracteriza 0 principio de .jomagnética. Fonte: DAVIDSON, 2001.
funcionamento de uma valvula de inducao

eletromagnética (Figura 2.9).

2.2.7. GERADOR ELETROMAGNETICO

Considere apenas o escoamento de um fluido candatanterior de um duto, onde é
imposto um campo magnético perpendicularmente @maesento, exatamente como 0 mostrado
na Figura 2.2 para um medidor de fluxo. Note-seaigue ndo existe nenhum campo elétrico
imposto! Como j4 foi dito na se¢édo 2.2.2, a deftexi®ds elétrons ocorrerd até que a forca

magnética seja equilibrada pela forca elétrica.
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Assim,

IR E|E |= eE ewv.

Entdo, o chamado campo elétrico Hall € dado por:

E=vB (2.3)

O mébdulo da forca magnética sobre uma quantiddoet@simal de carga dq, é:

F=dgBv

Essa é a forca que defletira as particulas dodleidpor conseguinte, é gerada por uma
diferenca de pressdo e entdo pode ser escrita podfr A, onde A é um elemento de area

perpendicular a forca. Logo:
dP A=dgBv

Considerando que dg v = i ds, onde i é a corrardazida, que ds € o deslocamento

infinitesimal ao longo do escoamento e que J=itAdénsidade de corrente (Eq. 2.6), tem-se:

dPA=idsB

Assim,

%’: IB (2.4)

Na sequéncia deste trabalho, na se¢do 2.3.1.1lynestéada a lei de Ohm que descreve a
densidade de corrente como sendoBEJ=ondeo é a condutividade elétrica do meio. Assim
rearranjando esta igualdade fundamental junto aagdgs 2.3 e 2.4, conclui-se que os mdédulos
do gradiente de pressao ao longo do escoamentdeasidade de corrente podem ser escritas

por:

%zchz e JoVvB (2.5 a, b)
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A conclusdo é que a deflexdo dos elétrons

gera forca eletromotriz induzida e,

1
|
consequentemente, a geracdo de energia elétric :JxB ’
| -— Low p
1
I

Entretanto, a geracdo de energia elétrica, por unyighp

principio de conservacdo fundamental, é gerada a Rt -

custas da diminuicdo da energia mecanica dc Generator (E = 0)

escoamento, causada pela dlmanIQaO de pressao F?g’t;ra 2.10 - Gerador eletromagnético na condicéo

longo do mesmo, que é convertida em eletricidad?® 94¢ £=0- Fonte: DAVIDSON, 2001.

e calor. Tem aplicacdo fundamental em geradorgsotincia em MHD estudado na fisica de

plasmas. Veja um esquema mostrado na Figura 2.10.
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2.3. CONCEITOS BASICOS

2.3.1. LEIS E CONCEITOS FUNDAMENTAIS DO ELETROMAGNE TISMO

Neste ponto serdo apresentadas as leis e conbéaitdamentais do eletromagnetismo
interessantes ao desenvolvimento do presente limb@l sistema de unidades adotado € o
Sistema Internacional e na auséncia de outrasiéspe@es dimensionais, tome-se 0 S.1..

2.3.1.1. A LEI DE OHM E A CONDUTIVIDADE ELETRICA

Primeiramente, faz-se necessario definir o coonastdensidade de corrente elétrica. Ela
€ dada pela razdo entre a intensidade de corrétiiea e a area de secdo reta por onde ela flui.

J=— 2.6
A (2.6)
Observando a Figura 2.11, imagine qt \r\
existam n portadores de cargg por unidade de \:g/
+ - =
volume @ representa a densidade de cargas livres T
!
por hipétese, considere que sdo positivas) e qes e | e

portadores movam-se, sob a acdo do campo elétr

com a mesma velocidade de arraste Em um it o
mesmo intervalo de tempt, todos se deslocam de r@ %, / / ) Q-
uma distanciads=v,.dt. O volume do cilindro de -, {A‘S 3,

espessura ds no interior do condutor & | @ \\\\\ ,; G

dV=A.ds=A.\.dt. Assim, a carga fluindo por este

. _do
Corrente I = i

volume é dada paQ=n.g.dV=n.q.A.y.dt.

Figura 2.11 - Corrente de portadores de carga
positiva através de uma segdo reta de drea A

Logo na expressao que deflne a corre de um condutor. Fonte: YOUNG & FREEDMAN,
2009.

elétrica, tem-se:
dQ
|=—=nqg.Av 2.7
- =NGAY, (2.7)
Para a densidade de corrente, entao:

J=—=n..\, (2.8)

1
A
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Pode-se ainda se falar em um vetor densidade ment® que, independentemente do

sinal da carga transportada, tem sempre o mesnids€eion campo elétrico e € dado por:

J=nqv (2.9)

A corrente dentro de um meio material resultaedpasta das particulas carregadas deste
meio as forgas a elas aplicadas; em geral, ingegesssposta a um campo elétrico. Essa resposta
(relacao entrg e E) depende da natureza do meio material, sendo gsor denominada de
eqguacdao constitutiva. Para uma grande variedadgatiriais isotropicos liquidos e solidos, a lei

de Ohm (formulada em 1826, por analogia com ade&iahducédo do calor) é dada por:

J=0.E (2.10)

onde a constante de proporcionalidagearacteristica intrinseca do material, é a covidatle

elétrica do material dada pelo inverso da restﬁNé[J:%J .

2.3.1.2. A LEI DE AMPERE

A lei de Ampere (que relacionada campo magnético
e densidade de corrente) ndo é determinada em geimo
fluxo do campo magnético através de uma supericoo
a lei de Gauss para o campo elétrico, mas defoodabase
em uma integral de linha (da densidade) do campo

magnético§ em torno de uma trajetoria fechadg), (ou

circulacao (da densidade) do campo magnél?icmm torno

derl, designada por:

Figura 2.12 - Trajetdria genérica que

= engloba o fio reto e longo para

q.)r BLd/ integragcdo do campo B produzido por

uma corrente saindo do plano da

- pdgina. Fonte: YOUNG & FREEDMAN,
onded? é um segmento infinitesimal da trajetdria 2009.
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Tomando a densidade do campo magnético de um apnidago e retilineo percorrido

por corrente continug B = 5—7‘;1 pode-se demonstrar a lei de Ampére adotando tajetdria

gualquer como a indicada na Figura 2.12. Na posigaéelemento de linha@?, o angulo entré
edfé pe assim,B - df = Bdfcos¢. Ainda observa-se, de acordo com a Figura 2.1&, qu

dfcosp = rdd, em que @ é o angulo subtendido pof @m relagéo ao fio; e que r € a distancia

entre & e o fio. Portanto:

gsrﬁmZ:gSFBrdG:qu;—TO[lr(roB) = @r“aja:“—;@re

Assim, comap df = 2m, conclui-se que:

Plano da
curva

I I, — I+

inte”

cﬁrémz = H,!

Generalizando, considerem-se diversos fios retogo®
que passam pela &rea delimitada pelo percursatelgragaol
(Figura 2.13). O campo magnético total em qualguoerto do \ -

percurso é dado pela soma vetorial dos camposidudiis dos
) . . . Figura 2.13: A integral de linha do
fios. Portanto, a integral de linha (da densidade)campo compo magnético total é igual a 1,

.- L, . L. vezes a soma algébrica das
magneético total & igual gn vezes a soma algébrica daScorrentes. I, e I, sio positivas e I,

negativa.  Fonte: YOUNG &

correntes. FREEDMAN, 2009.
— - e A A A A A A A A A
¢ Bl =p, |, (2.11)
r n=1 6
///—7
Usa-se o sinal positivo da corrente quando elag®@raampo ao | | dS P /
e . ~ 4
seu redor no mesmo sentido indicado no percurdotegragao J // //
1
(), também conhecido como curva amperiana e sirgdtive < ///
N
em sentido oposto. I

Figura 2.14 - Distribuicdo de

Se a Equacédo (2.11) for aplicada a uma distrilbudg  corrente que atravessa  uma
superficie S, mostrando o vetor

corrente que atravessa uma superficie S limitada parva  normal ds formando um dngulo
Hcom a densidade de corrente J.
Fonte: elaborada pelo autor

* A densidade do campo magnético em um fio reto e longo percorrido por corrente continua, demonstrado em
1820, antes da Lei de Ampére, pela lei de Biot-Savart é dada por B = %, onde R é a distancia (perpendicular ao

fio) do fio ao ponto de analise.
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amperiana, conforme a Figura 2.14, a corrente hat@terior da superficie € dada por:
| =[ireS
S
e a lei de Ampére adquire a forma:
¢ B/ =, [ IS (2.12)
S

O primeiro membro da Equacgéo (2.12) pode transfeesaa@m uma integral de superficie

através do teorema de Stokes, ficando da seguimef
§ B = [OxBS
g
S
Aplicando este resultado na equacéao (2.9), tem-se:

[OxBmS=p,[I0ds = [(Ox By, JDds 0
S S

S

Fazendo com que a lei de Ampeére na forma difereseja escrita como:

OxB=p,J (2.13)

2.3.1.3. A LEI DE FARADAY

O fluxo de um campo vetorial estd associado a ‘“‘59
quantidade de linhas de campo que atravessam umi B

determinada secédo de area A. A densidade de liestas
associada a intensidade do campo e o fluxo por um

elemento infinitesimal de &area dA (o vetor normal érigura 2.15 - Elementos de fluxo: o vetor
normal dA que representa um elemento

designado pod/_f) é dado por: de 4rea e o vetor campo B que forma um
angulo © com a normal. O fluxo neste
elemento é dado por d@=B.dA.cos6.
Fonte: elaborada pelo autor.

dp= BHA (2.14)
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O fluxo total do campo magnético através de umeersigee (A) subdividida em
elementos infinitesimais de aréa € dado por:

cpzjémﬂ (2.15)

A

ondeFB é o vetor densidade de campo magnético em cadwemrie de area e o vetdd esta

associado a um vetor normal a superficie infinitb@siconforme Figura 2.15.

De posse do conceito de fluxo, para se entendeirde Faraday, considere uma barra
condutora, deslizando com velocidade constanteesabr trilho em forma de U, também

condutor, e imerso em um campo magneético (Figud)2.

Quando a barra se move, sob a acdo da forca mBigra.., uma forca magnéticg,
desloca os elétrons para cima, fazendo com quecamante elétrica apareca no circuito no

sentido horario, a qual é gerada por um campoiaéinduzido ao longo deste circuito e no
mesmo sentido. Concomitantemente, uma forca elétruntraria E‘elém-ca) se estabelece,
equilibrandoF,. O campo magnético atua sobre a corrente geramaofarca magnéticay. O

movimento uniforme se mantém pelo equilibrio eatferca motora e a forca magnétiGa

o . B . . . . . . . | ‘ . ,{/’
3 N oo b Py —
. : g “ <@l el Ml Fmotora ;_8
& e. . @ . . . ’_.‘.- N +—_
. 1. coe e e e Fx
i o | s o w W = M dA). elétrica
cw 2 2 1.0 & o2 -
r
S

Figura 2.16 - Diagrama de forgas sobre a barra em movimento no interior de um campo magnético
e a corrente elétrica gerada pelo campo elétrico induzido no circuito. Fonte: elaborada pelo autor.

Iniciando a analise, o trabalho realizado pelagcdomagnéticaFy ao longo do

deslocamento infinitesimals, é dado por:
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Note-se que se trata de um trabalho resistemmeEX tem intensidade dada po¢ £

Bl¢ tem-se:

dW,,, =—Blids

Sendofds = dA,

dW,, = -BIdA

ag —
e como, da Equacgéao (2.11), BdAg d

dW,_.. =-Ido

mag

Dividindo ambos os membros por dt, tem-se:

Woo, __ o
dt ot

Note-se aqui qu% representa o trabalho resistente, por unidadeem@d, realizado

pela forca magnética, e é ele que transforma ayenerecanica de movimentacédo da barra em
energia elétrica. Este trabalho (por unidade dg®@rpor unidade de carga transportada faz o

papel de uma forca eletromotrig) Que tém exatamente a funcédo de transformar ofdrasms
. . ) . adw A~ . ~ . o
de energia em energia elétrica. ASS|mg§eepresenta a poténcia de geracédo de energiaalétri

escreve-se que:

_ W, _ o
dt dt

e como Pot=d, conclui-se que

Pot= ls:—ld—(p = sz—ip
dt dt

E de suma importancia salientar que nédo ha umeedifa de potencial nos extremos da
barra em hip6tese alguma. Uma diferenca de pofesstié associada a uma forga conservativa e

a forca magnética, responsavel pela corrente oaitor ndo é.
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Em resumo, Faraday propunha que a variacdo de uxuo fhagnético em um circuito
fechado, uma espira, por exemplo, provocaria oegpaento de uma for¢ca eletromotriz

induzida, cuja intensidade € dada por:

do
== 2.16
3 it (2.16)

Pela Equacao (2.15) é possivel reescrever a eq(&ad®) da seguinte forma:

e=-9 (BrA
dt;

Ainda, analogamente a lei de Ampeére, consideramda curva (C) sobre a trajetéria descrita
pela corrente e orientada no mesmo sentido desteguidacédo do vetor campo elétrico induzido

ao longo desta curva fechada, ira represerfeamanduzida e, portanto:
ezgSCEmz (2.17)

E importante notar que a Equacéo (2.17) é validajeahquer curva continua em que 0

campo esteja definido em todos 0s seus pontos.

Assim, generalizando, a lei de Faraday pode seit&sla seguinte forma:
gzcﬁcém%:——jétu% (2.18)

Assim, como foi feito com a Equacéao (2.15), o pirmenembro da Equacgéao (2.18) pode

transformar-se em uma integral de superficie asrdeé&eorema de Stokes:
¢ Erel = [OxEMA
¢ A
Aplicando este resultado na equagéo (2.18), tem-se:
—_ dB

[OxEmA=-3 [BuA = j[ﬁx a_]m(ﬁ;(
) at; ] dt
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Fazendo que a lei de Faraday na forma diferengjalescrita como:

=~ =_ dB

OxE=-—— 2.19
o (2.19)

2.3.1.4. A FORCA DE LORENTZ VOLUMETRICA

Se um campo elétricB e um campo magnétid® agirem ao mesmo tempo sobre uma
particula carregada com carga g e em movimentovedocidadeu, a forca total sobre ela pode

Ser expressa como.

— — - —

F=qE+qux B (2.20)

Esta € a chamada for¢a de Lorentz que ndo é umtipavde forca, € apenas a soma das for¢as
elétrica e magnética que podem estar agindo sinedtaente sobre uma particula.

Como exemplo, tome um elemento de caygan movimento com velocidadesob acéo
de um campo elétrico e um campo magnético, amhidsioes em relacdo a Terra. Para um
referencial fixo na Terra, a for¢a total sobre maaera dada conforme a Equagéo (2.20). Agora,
para um referencial fixo na carga, ele sé podepnééar que esta forca é somente devida ao

campo elétrico. Assim, para este referencial,

F=qE,

ondeE, é chamado deampo elétrico efetivpara o referencial da carga. Desta forma:

F=qE = q(E+ W B

E.=E+uxB (2.21)

Neste ponto, se faz necessario a reedicdo da l@hdn para uma densidade de corrente

no interior de um campo magnético. Considere umdwetmm percorrido por corrente. A

densidade de corrente no condutor (Figura 2.1 2@ da Equacéo (2.10),J& 6 .E.
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(o2 @ ® 2]
E @ .
. J=oE i e @ J=c(E+uxB)
u
@ @ ®B

(a) (b)

Figura 2.17 - (a) Fio em repouso percorrido por corrente; (b) Fio em movimento percorrido por corrente,
indicando-se a lei de Ohm para um referencial em movimento com o fio. Fonte: DAVIDSON, 2001.

Na presenca do campo magnético e o fio se movendo \elocidadeu, tem-se,
conforme a Figura 2.17b, para um referencial enougp em relacdo ao fio, fazendo aluséo a

Equacdo (2.21), a lei de Ohm é escrita assim:
J=0E :0(E+ *uxﬁB) (2.22)

No ambito da MHD, o interesse é na forca globah@gisobre o meio, ndo nas forgas
sobre particulas individuais. Desta forma consm#waum escoamento onde uma fracdo de

massadm do fluido, de volumelV e de carga dqg, possui velocidatle que o escoamento esta

submetido a um campo magnétﬁpa forca de Lorentz é dada por:
dF= dq(E+ wx B)

Se a densidade de cargas do fluign éntdo dq dV e a for¢a de Lorentz por unidade

de volume (), comeca a ser escrita assim:

v =pE+pux B

ala
<"|'|1

Como a relacédopu = Jé uma ubiquidade eletrodinamica, a versdo volun®étda forca de

Lorentz é dada por:

Fv =pE+Jx B (2.23)
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Por outro lado, a MHD de metais liquidos, o temporelaxacdo das cargas € muito
pequeno (da ordem de™18), e as cargas rapidamente se dispersam no fazdado com que a
densidade de cargas seja desprezivel e o tﬁﬁmambém seja (DAVIDSON, 2001). A forca de

Lorentz volumétrica para MHD fica assim:

F, = JxB (2.24)

2.3.1.5. PRESSAO E TENSAO MAGNETICAS

Como a densidade de corrente é dadafbaM (vide Equacao 2.13) e se esta for
0

substituida na Equacdo 2.24, tem-se, para a fogaLatentz por unidade de volume

(Jx B), 0 que se segue:

0(B (B)

Tomando a identidade vetori(ﬂﬁ xé)xé = (BB - , escreve-se que:

ixB= —@(B—z}i BB (2.25)

B* , : " ~ o
« —— é adensidade de energia magnética ou pressacéticagn
Ho

2
. —i[%} representa, entdo, o negativo do gradiente desgwamagnética ou forca de
0

pressdo magnética;

1 .5 =5 o
« —(BID)B tem uma componente paralela as linhas de campauracomponente que
0

atua perpendicularmente a elas.
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Para compreender melhor o segundo termo do la@dtadida equacédo (2.25), tome a

aceleracdo material um elemento de fluido (desztaggrangeana em um dado escoamento.

oV _ov

- +(V M)V
Dt ot Vi)

—_—

. . [\A ~
Considerando o escoamento em regime permarEeg{ee: OJ , a aceleracao resultante sobre este

elemento é dada por:

DV

— =(V)V
or V)

Em termos de coordenadas curvilineas ao longo delumma de corrente, como a mostrada na

Figura 2.18., tem-se:

D_v:(\ﬂ]]j)vzv_@—_ e (2.26)

ov . | ~ . ; L
ondeva—q € a componente da aceleragéo ao longo da linkardente € € o vetor unitario
s

. VAN ~ : gy
tangente a linha) eﬁq € a componente da aceleracdo perpendicular a (@h& o vetor

unitario perpendicular a linha de corrente e Rréio local de curvatura da linha em cada ponto)
(DAVIDSON, 2001).

Figura 2.18 - Aceleragdo de um elemento de fluido em
um escoamento permanente. Fonte: DAVIDSON, 2001.
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Desta forma, de modo analogo, o segundo termodindaeito da Equacdo 2.25 pode

ser encontrado trocando-ge por B na Equacéo 2.26. Assim,

2
1 emp=2%8s-B ;
Ho Ho 0~ HoR
ou
2
i(B[ﬂ])B:Ei(Ejét— B” -
Ho 20s| M, HoR

Logo, a equacéao da for¢a de Lorentz volumétriadendo, finalmente, como se segue.

-~ — 0( B? ). B? . - B?
xB=2| = |e- —ol = (2.27)
as(zuojq LR (:uo}

2
Segundo Davidson (2001), nos casos em que a prma@nética[%] possa ser
0

desprezada, que normalmente € o caso em problerdsiD, a forca de Lorentz volumétrica,
dada na Equacéo 2.27 fica entdo escrita na fordicaitia a seguir.

2 2
JxB:i(Bgﬁ)B:i(iJé_ B
Ho os\ A4, HoR
Observando a Figura 2.19
considerando um fio reto percorrido p HTTTR
corrente colocado no interior de ul B2PN \\
RO -F
campo magnético preestabelecido \ ‘\\ 11 )
i %
regidao do fio, é possivel observar, pe T4+
superposi¢cdo dos campos magnétic ]
gerado pela corrente e o da regido, que a (@) (b)

densidade de linhas € maior do lado
. Figura 2.19 - (a) Campos independentes, ndo superpostos, do fio e
esquerdo do fio, fazendo com que Cda regido; (b) Superposicio de campos, indicando o adensamento
- L. . de linhas a esquerda com consequente aumento de pressdo
campo € a pressao magnetlca flquenmagnética e geragdo de forca, devido a tensdo magnética, para

. N direita. Fonte: DAVIDSON, 2001.
maiores a esquerda.
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Este efeito, como acaba de ser visto, faz com g seja acelerado para direita pela forca

de tensdo magnética, semelhante a um arco e fecl® armado.

Em um fluido em movimento no interior de um campagnético, sao induzidos campos
gue interagem com o anterior no sentido de redmzinovimento relativo entre eles. Desta
forma, o fluido em movimento pode “arrastar” linftlsscampo magnético, assim como 0 campo
magnético pode “segurar” o fluido. Estes efeitas gérados pela variacdo da pressdo magnética
em pontos do escoamento, gerando for¢cas que teestaurar a forma das linhas de campo
originais, antes da induc&o. E este “congelameapantial do meio e do campo magnético que é

o ponto principal da magnetohidrodinamica e o egse do presente trabalho.

2.3.1.6. EQUACOES DE MAXWELL E A CORRENTE DE DESL@®IENTO.

As propriedades dos campos eletromagnéticos pegerdescritas por um conjunto de
quatro equacdes, as chamadas equacdes de Maxwadl.destas equacdes sao exatamente a lei
de Gauss para os campos elétricos e magn®tcasterceira é a lei de Faraday (EISEBERG;
LERNER, 1982, v. 4, p.70). A quarta € uma percepgéxwelliana de que havia uma

inconsisténcia na lei de Ampére para o0 caso dewmi@s nao continuas.

A Figura 2.20 mostra duas diferentes superficies

Placas do
capacitor
N

S, e §, limitadas pela mesma curva C, que circula un

fio que transporta uma corrente | para a placarde u ...
capacitor em processo de carregamento. Segundde le
Ampeére, a corrente que atravessa as duas superfic
deveria ser a mesma, porém, existe corrente nafsipe

S;, mas nao existe corrente através da superficie S

Para se compreender a quarta equagdo .

Maxwell ou a chamada lei de Ampére-Maxwell, 00SerVe ;.4 2 20 - A corrente através de s, é 1 e de

S, é nula. Exemplificando a inconsisténcia na
lei de Ampére para correntes descontinuas.
Fonte: YOUNG & FREEDMAN, 2009.

gue a taxa de aumento da carga na placa esquerda

capacitor € dada exatamente pela corrente |.

40
dt

> A discussdo sobre a lei de Gauss pode ser encontrada em Tipler (2006, v. 2, p. 43), entre outras bibliografias.



55

Agora, considere que as duas superficies §, juntas, delimitam um volume cuja carga
interna € Q(t) e cuja taxa de variagdo esta indicedequacao acima. Tomando a lei de Gauss,
observe que ha um fluxo para fora do volume, passpela superficie,Sdevido ao campo no
interior do capacitor. Assim, se a superficie tédaldividida em infinitos elementos de area dA,
tem-se:

=§ EmA=2 =
(p_CﬁSw%EmA_go = Q=g

Ondegp € a permissividade elétrica do meio (vacuo). erilo cada membro em relagdo ao

tempo, obtém-se:

dQ__ dp

dt  °dt
Essa equacao afirma que a taxa de variacdo da €gnggporcional a taxa de variacao do fluxo
do campo elétrico liquido para fora do volume. Smente era a fonte do campo magnético,
Maxwell completou dizendo que campos elétricos &vais no tempo também podem gerar
campos magnéticos. Conforme escreveu Fleish (2088):“Uma corrente elétrica ou um fluxo de

campo elétrico variavel através de uma superffeisjuz um campo magnético circulando em torno de

qualquer caminho que circunda essa superficie”.

. o .., d . ~
Maxwell chamou este efeito de variacdo do campwoicde sod—(f, gue tem dimenséao de

corrente elétrica, de corrente de deslocamegto (I

d
l, :eod—‘tp (2.28)

Ademais, a corrente total, chamada de correntergkrada, através da curva amperiana
C da Figura 2.19, é dada pord+Aplicando entdo a lei de Ampére em torno destazcQ:

= = d
C.[)CBEMZUO(H'Id): UOI+Uo£od_(f (2.29)

Esta € a quarta equacao de Maxwell ou a lei de Aeridgaxwell na forma integral.
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Como uma corrente pode ser escrita como uma intégrsuperficie para uma densidade

—

de corrente| :J.j [@A e como a densidade de corrente de deslocamelje éo(jj—ltz, pode-se
A

escrever a lei de Ampere-Maxwell, da seguinte forma

S - dE)_ -
@CB [dl = 7[[qu+ posoaj [dA

Usando o teorema de Stokes para transformar arahtég linha do lado esquerdo da equagéo

acima em uma integral de superfl’afeCB [/ = IEXE WA , tem-se:
A

[TBEA = [| 1t + Heto o | A
2 5 dt
Logo, a quarta equacdo de Maxwell na forma difeatéc
OxB= uoj+u0£0((jj—lt5 (2.30)

Assim, as equacdes de Maxwell podem ser orgarszamtdorme a Tabela 1 abaixo:

Tabela 1 — Equacdes de Maxwell

EQUACOES DE MAXWELL

Forma Integral Forma Diferencial Equacéo
%:JEEA:Q AE=P Lei de Gauss para o
A €, 0 campo elétrico
—(BrHA- Lei de Gauss para o
% = BOtA=0 AB=0 ;i
A campo Magnético
B . B Lei de Inducao de
@Emgz_% Dsz_a_B ¢
c dt ot Faraday
R do | —= — - 9E Lei de Ampére-
B/ =p,(1+1,) Ul +ugy— | OxB=p,J+HU.£.—
Cﬁc 0 a7 om0 gy Hod ™ Hefo 5y Maxwell
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2.3.1.7. CONSERVACAO DA CARGA
Tomando a equacdo de Ampere-Maxwell na formaaetifgal e aplicando a divergéncia

em ambos 0os membros da equacgéo, tem-se:

0 B) = po0 00 + g, EE)

Como, notoriamente, a divergéncia de um rotacighatero e aplicando a lei de Gauss

(O =L2), escreve-se que:
80

ng=-2 (2.31)
ot

Esta é exatamente a equacdo da conservacdo da zapgal demonstra que se a lei de
Ampére fosse empregada sem a corrente de deslota(oerrecdo de Maxwell), a conservacao

da carga seria violada.

L ap . .
Entretanto, como ja citado, em condutores, 0 te%l%e desprezivel, ou, por argumentos

dimensionais, a corrente de deslocamento é muittoméo queJ. Assim a lei de Ampére

(2.13) é suficiente para analises de MHD e

—

uil=0

Desta forma, com a aproximacao da Ml-%zo, as equacgOes do eletromagnetismo

para escoamentos de fluidos condutores submetidmmmgos magnéticos, ficam finalmente

escritas conforme a Tabela 2 a seqguir.



Tabela 2 — Resumo das Equacgdes do Eletromagnetisagglicadas a MHD

EQUACOES DO ELETROMAGNETISMO APLICADAS A MHD

OxE= —%—? Lei de induc&o de Faraday (2.32)
R, =JxB Forca de Lorentz volumétrica (2.33)
OxB=p,J Lei de Ampére (2.34)
J=0(E+ux B Lei de Ohm (2.35)
O =0 Conservacao da carga (2.36)

- Lei de Gauss para 0 campg
OmB=0 N (2.37)

Magnéticd

2.3.2. PARAMETROS FUNDAMENTAIS EM MHD

Alguns parametros sdo de suma importancia pamserigdo de fenomenos em MHD.
Dentre eles citam-se trés que estao escritos enései@ na Tabela 3 abaixo e apods a elucidacéo

de seus significados serdo escritas as equacddstdmomagnetismo.

Tabela 3 — Parametros Basicos em MHD

Re, =y, oul NuUmero de Reynolds Magnético 0]
__B . "
Var === Velocidade de Alfvén (ii)
Py,
I, = asz Tempo de Amortecimento Magnético (iii)

Onde,

® 0 termo (E + U X §) representa o campo elétrico efetivo. Vide equacgdes 2.7 e 2.18.
7 Esta lei deixa claro o comportamento solenoidal do campo magnético.
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v um € a permeabilidade magnética de um meio, queassigciada a facilidade que um
campo magnético tem de se propagar ou de se “éstalfeneste meio;

v’ oé a condutividade elétrica do meio, que esta assm@aguantidade de elétrons livres
disponiveis para conducédo ou a facilidade de sduzdncorrente elétrica e € dada pelo
inverso da resistividade;

p € a massa especifica do meio;
¢ é uma escala de comprimento caracteristica;

B € o campo magnético externo, onde o fluido conmdegooa;

D N N NN

u é a velocidade caracteristica do escoamento.

(i) Namero de Reynolds magnético

O namero de Reynolds magnético é um parametro adiorel, que representa o quanto
0 campo magnético induzido pode alterar o impd3t@ando este numero € grande{Re 1)
significa que a influéncia de um sobre o outro étenintensa, o campo induzido altera
fortemente o indutor e as linhas de campo magngim@cem se mover como elasticos
congelados no fluido condutor em escoamento. Oatangento do campo magnético faz com
gue seja previsivel uma configuracdo magnéticardutu partir de uma no presente, sendo,

portanto, fundamental na compreenséo de fendméandsedinamicos.

Isto traz duas consequéncias, quando o numero yieolRle magnético é grande: (a) o
fluxo magnético através de uma espira em movimeatmterior do campo magnético imposto
tem valor constante (note que o numero de linhasatpavessam a espira da Figura 2.21 antes e
depois de entrar em movimento € o mesmo); (b) peguperturbacées no meio resultam em
oscilacbes quase-elasticas, onde o campo magméfsto fornece a forca restauradora. Se o

meio for fluido, isto resultara nas chamadas owl@aslfvén, que tém uma frequéncia angular de

Val

ff, onde y é a velocidade de Alfvén, citada na Tabela 3.

w~

S 7 /S

111 . ( )\\1
(@) | {) (O 09
[ 7 Y| r
N/ NZ

Figura 2.21 - Para Re,,, >> 1, as linhas de campo parecem com eldsticos arrastados pelo
movimento e mantendo o fluxo magnético constante no interior da espira.
Fonte: DAVIDSON, 2001.
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Quando o numero de Reynolds magnético é pequenp<R&) significa que o campo
magnético induzido e a velocidade de escoamentem pouca influéncia sobre o campo
magnético imposto. O campo induzido é muito men@ @ indutor. O campo magnético tem
natureza dissipativa e ndo elastica, amortecentovdmento e transformando energia cinética
de escoamento em calor (efeito Joule e dissipais®osa). A escala de tempo relevante é o

tempo de amortecimento, mostrado na Tabela 3.

(ii) Velocidade de Alfvén

Se pequenas perturbacdes, de amplitugle séo l ‘ *B
provocadas em um fluido condutor (com,Re1) escoando em
um campo magnético imposto B, faz-se com que esi@ia de 1
vibragcédo se propague como uma onda ao longo doadaspas Va
ondas, as chamadas ondas de Alfvén, sdo ondasersais que n
se propagam paralelamente as linhas de campo n@Egrest

podem ser geradas em qualquer fluido eletricameneutor

permeado por um campo magnético (Figura 2.22). telasn
Figura 2.22 - Uma onda de

deduzidas em 1942 por Hannes Olof Gdsta Alfvérvé@sralas  aifvén  com  amplitude

~ . . oA . propagando-se com velocidade
equacodes do eletromagnetismo e da hidrodinamica. v, em um campo B. Fonte:

DAVIDSON, 2001.

A confirmacao experimental de sua existéncia oassete anos depois, atraveés do estudo
de ondas em mercurio liquido. Ja se sabe que esdas constituem um mecanismo importante
de transporte de energia e momento linear em véistamas de MHD, tanto astrofisicos quanto
geofisicos. (COSTA JR, et al, 2011).

Sabe-se que a tensdo magnética que atua ao losdjaltes de campo magnético € dada

By? . . ~
porT = MO— ela tensiona o campo de modo semelhante a urda esticada por uma tenséo T.

m

TENSAO

Fazendo analogia, entédo, a velocidade de propag&cédma onda nesta cordes STNSIDADE’

tem-se que a velocidade de propagacéo das ondaénAdfdada por:

B
V, =—F—
alf ,—,O/Jm

Uma analise dimensional confirma a homogeneidad®dacdo acima.
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(iii) Tempo de amortecimento magnético

Quando o escoamento se da com um fluido que nderféitamente condutor (com
Ren<<1), ou se consideram efeitos viscosos, as ondaalfdén que nele se propagam serao
amortecidas e suas energias transmitidas para® eneique estdo se propagando na forma de

calor.

O amortecimento destas ondas, governado pelo telmpamortecimento, ilustrado na
Tabela 3:

v’ cresce rapidamente com a frequéncia de oscilag®pmumento da mesma geraria a
mais rapida interacdo com o meio e a consequerdedgede calor;

v decresce rapidamente com o quadrado da intensilbacempo magnético;

v cresce com a viscosidade do fluido e a difusividadgnética X,," (lembrando que a
difusividade magnética aumenta com a diminuicAacatadutividades do fluido, a

saberin = 1jo).

2.3.3. EQUACAO DO TRANSPORTE DO CAMPO MAGNETICO

Combinando as leis de Ohm, Faraday e Ampére ob&m-equacdo que relaciona o
campo magnético§0 com o campo de escoameni). (

a_B:—DxE:—Dx{[gj—Ux B}:Dx(ﬂx B—DX—B]
o 1,0

Tomando a identidade vetorialx [ x B = 0(C) (B) - [?B, acrescida da lei de Gauss para

0 campo magnética (B =0), a equacao acima simplifica-se para:
— =0x(0xB)+A,0°B (2.38)

onde A, =(4,0)" é denominada de difusividade magnética. Observe-fete acoplamento

entre o campo do escoamento e 0 campo magnétiasteazando a interacdo de duas vias

entre os dois campos. Condi¢des de contorno e @gaegliniciais devem ser especificadas para o
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campo magnético, de maneira a se estabelecer@ieale cada problema (SHERCLIFF, 1965).

Como toda difusividada,,, tem como unidade, no sistema internacional, m/s.

Quando essa equacdo € escrita na forma adimehsiaparece um parametro
(adimensional) o qual indica a intensidade relatwdre a adveccdo e a difusdo do campo
magnético. Por sua analogia com a equacdo de trdaspe quantidade de movimento, tal
parametro recebeu o nome de numero de Reynoldsétiamrja introduzido na Tabela 3 e agora

mostrado na Equacéo 2.39.

Re, = u.oul :j—é (2.39)

m

Assim, quando Rgé alto, a difusdo do campo magnético é baixacampo magnético é
“arrastado/advectado” pelo escoamento. Caso comtrguando Rg € baixo, o campo

magnético é difundido no campo de escoamento (SALIAI99).

2.3.4. EQUACAO DE NAVIER-STOKES

Campos magnéticos, como qualquer outra forca dea@arpo, atuam em todo ponto
do escoamento, de maneira que seu efeito é diratarmeluido através de um termo adicional
de forca por unidade de volume, a forca de Lorgatumétrica (Eqg. 2.33). Assim, levando em
conta tal forca de corpo, as equacdes de NavideSt@as equacdes de conservacdo da massa e
de quantidade de movimento), para um fluido incasgivel com propriedades fisicas
constantes sdo escritas como (BATCHELOR, 2000):

V=0 (2.40 a)

V = Vi _ (JxB
BV__lpow+f = ﬂ=—£Dp+VD2V+u (2.40 b, ¢)
bt p P bt p p
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Trés grupos adimensionais aparecem quando as egudedNavier-Stokes sao escritas

. . L, , ufl . ~
na forma adimensional. O primeiro € 0 nUmero denBlelg, Re=7, gue indica a razéo das

forcas inerciais(\7 D]])\? , pelas forcas viscosas[1V .

O segundo grupo € denominado parametro de interaggoética:

2
= Uium :§ (2.41)

N

onder,, € o tempo de amortecimento magnético (Tabela ar@metro de interagdo magnetica
é importante em situacdes onde a densidade dentirese deve principalmenteidx B na lei
de Ohm. Em tal situacabl representa a razao das forgas de Lore(ﬁtz,é)/ P, pelas forgas de
inércia, (\7 D]])\7 :

Finalmente, o terceiro parametro adimensional, aémado de niamero de Hartmann, é
um hibrido entreRe e N representando a razdo das forcas de Loréﬁmﬁ)/ P, pelas forcas

viscosasy 0%V :

Y2
Ha=(Ny,Re)"?= B/ (ij (2.42)
Yo,
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3. REVISAO DE LITERATURA
3.1 MAGNETOHIDRODINAMICA EM CANAIS

No presente trabalho estuda-se o desenvolvimentaipo de velocidade e do campo
magnético, sob temperatura constante, na regidenttada de um canal de placas planas e
paralelas, considerando o escoamento laminar, s@érinico, de um fluido condutor elétrico
sob a influéncia de um campo magnético externontenio € se estudar, principalmente, a
influéncia do campo magnético externo sobre o esentb e vice versa. Neste trabalho,
equacionar-se-ao, em termos de funcbes escalayasanopos citados acima e suas solucdes
dadas através do método numérico-analitico dadgata transformada integral generalizada.
Com esses objetivos, é realizada uma revisdo doeigais trabalhos que antecederam este e

gue pautaram o desenvolvimento do mesmo.

Os estudos iniciais sobre essa geometria de caearmostraram focados apenas na
dindmica do escoamento (Chang e Lundgren,1959; T@60; Manohar, 1966; Hwang et al.
1966). Concomitante aos anteriores, efeitos témsntambém comecavam a ser considerados,
principalmente no estudo do problema da entradaidar (desenvolvimento térmico sob
condicdes de escoamento completamente desenvaleilam campo magnético: o0 escoamento
de Hartmann). Nesses estudos, as propriedadesfigoas dos fluidos foram consideradas
uniformes (Nigam e Singh, 1960; Alpher, 1961; Sh&heal., 1962; Eraslan e Eraslan, 1969).

Posteriormente, desde que outros dispositivos nbalgideodinamicos (tais como em
reatores nucleares) geralmente operam a tempeyatleaadas, a atencao foi voltada para o
problema da entrada térmica magnetohidrodindmicasondi¢cdes de propriedades de transporte
dependentes da temperatura (Heywood, 1965; Ro34, Betayesh e Sahai, 1990; Attia and
Kob, 1996; Attia, 1999; Lima et al., 2007).

Shercliff (1953, 1965) desenvolveu métodos aprogimsapara resolver o problema da
entrada magnetohidrodinamica em medidores de vdg&®cao circular e retangular, mas néo

chegou a determinar, explicitamente, perfis decidbmles.

Roidt e Cess (1962) aplicaram o método de pequeeadsrbacdes para 0 numero de
Reynolds abaixo do valor critico, desenvolvido patlmien e Schilichting, para resolver o

problema do escoamento magnetohidrodinamico nd@oedg entrada de um canal plano. As
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equacdes governantes foram inicialmente linearszadas equacdes resultantes foram resolvidas

analitica e numericamente. O perfil de velocidaalemrada do duto foi considerado uniforme.

Manohar (1966) estudou o mesmo problema, aplicamdoprocedimento numérico
semelhante ao de Hartree (1949), onde os termosquagdes de governo envolvendo derivadas
na dire¢cdo do escoamento (direcao x) eram sulskigyior diferencas finitas, enquanto as outras
guantidades eram substituidas por suas médiascdddoacom o autor, 0 método empregado é
mais acurado do que o anterior, uma vez que o0 mesmesponde apenas a primeira iteracao do

esquema desenvolvido por ele.

Hwang e Fan (1963) também estudaram o0 mesmo prablela entrada
magnetohidrodinamica com perfil de entrada unifomaeentrada do canal, mas desenvolveram
um esquema mais adequado de diferencas finitas ai@o de solucdo das equacdes nao

lineares que governam o problema, obtendo mellmesestados.

Maciulaitis e Loeffler (1964) empregaram o métoadkegral de Karman-Pohlhausen para
tratar o escoamento magnetohidrodinamico na redgdentrada de um canal, considerando um
perfil de velocidade parabdlico na entrada.

Posteriormente, Hwang et al. (1966), empregandoesquema de diferencas finitas
semelhante ao desenvolvido por Hwang e Fan (18&&)|veram o mesmo problema de entrada
magnetohidrodindmica, considerando agora um ppdiabdélico na entrada do canal. Por
empregarem um método mais robusto, chegaram ata#@gssll mais confidveis do que os de
Maciulaitis e Loeffler (1964).

Chen e Chen (1972) adaptaram o método desenvghad&parrow et al. (1964) para o
estudo de escoamentos em dutos, e analisaram &oreig entrada do escoamento
magnetohidrodinamico induzido por uma distribuigi®o velocidade arbitraria na entrada do
canal. Resolveram uma forma linearizada das egsagéecamada limite que descrevem o

escoamento.

Dentre os trabalhos pesquisados, o Unico trabalbaejatava a solucdo do problema da
entrada hidrodindmica na presenca de um campo fmagnéonsiderando as equacdes de
Navier-Stokes, foi o reportado por Brandt e Gi{li966). Empregando a formulagéo de funcéo
corrente, empregaram um esquema de diferencaasfipdtra resolver as equacdes sem recorrer a

nenhum recurso simplificador. Esta referéncia smr@ada como base para o presente trabalho.
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O problema do desenvolvimento simultaneo comec@eratratado por Shohet et al.
(1962). Considerando ambos os perfis, de velocidadie temperatura, uniformes na entrada do
canal, resolveram o problema da entrada simult@hsaetizando as equagdes na formulacdo de
camada limite, baseando-se no método de diferefighas de Bodoia e Osterle (1961).
Consideraram ainda duas condi¢cOes de operacameb camo gerador, na qual energia elétrica
pode ser removida do fluido, e como bomba ou meoimual energia elétrica € adicionada ao
fluido, introduzindo-se uma forca de corpo aceleradho escoamento.

Em um trabalho pioneiro, Rosa (1971) discutiu, expental e teoricamente, o efeito de

propriedades de transporte variaveis em escoamsoibosampos magnéticos.

Lohrasbi (1987) considerou a variacédo das propdiesiae transporte com a temperatura

em um escoamento bifasico unidimensional submaeticeimpos magnéticos.

Setayeshpour e Sahai (1985) também discutiram ito efe propriedades de transporte
dependentes da temperatura na regido de entrada danal, considerando um tipo de condicéo

de contorno generalizada, na qual o fluxo de eafoncao linear da temperatura local.

Lima et al (2007) resolvem o problema do escoamkii® transiente em um canal de
placas paralelas porosas e méveis, acrescido mi&fdrancia de calor para o fluido newtoniano

adotado, utilizando-se a GITT.

Régo (2010) e Lima e Régo (2013) empregaram a idra analisar o problema do
desenvolvimento simultdneo do escoamento MHD camsteréncia de calor em um canal de
placas paralelas mantidas a temperatura constmu@s ou diferentes. Naquele estudo, o
escoamento podia entrar no canal sob um perfibormi ou parabdlico de velocidade.

Aoki (2011) mostra a construcao e operacao de gpoditivo MHD, um canal de placas
paralelas preenchido com fluido eletrolitico, canile como macrobomba. O escoamento se
desenvolve na presenca de campos magnético e@lékiernos e é resolvido numericamente,

pelo acoplamento das equacdes de Navier-Stoke$/lexigell.

Jelena (2014) resolve analiticamente o problemandeanal de placas paralelas e tubular
sob acdo de um campo magnético muito forte, paradtansversal ao escoamento, usando a
aproximacdo de Oseen e a transformada de Fouriém Alisso, solu¢cbes assintGticas para

numeros de Hartmann elevados sdo obtidas.

Finalmente, Pontes (2015) faz analise do escoanemto transferéncia de calor com

formulacdo matematica dos modelos dada em termdsirdéio corrente, obtida a partir da
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equacao de Navier-Stokes e da equacdo da Energiauposicoes adotadas sdo de regime
permanente, escoamento laminar e incompressiveligdades fisicas constantes. Admite-se
também que o campo magnético externo, aplicadoregdmd normal ao escoamento, permanece

uniforme, ndo sendo, dessa forma, influenciadapaohum efeito magnético interno.

3.2. TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA.

Na area de magnetohidrodinamica, € uma ubiquidasiema que os problemas, apos
equacionados, ndo tenham solucdo exclusivamentkticasa entdo, uma solucdo hibrida
(numérico-analitica) seria minimamente desejavél, exatamente, onde se aplica a, ja bem
fundamentada, técnica da transformada integralrgkreda (GITT). Pautada em técnicas de
aproximacdo numeéricas e gracas ao desenvolvimentooohputadores de alta velocidade de
processamento e de grande capacidade de armazéoadwerdados, é a ferramenta mais
adequada e serd empregada no presente trabalho.

As origens da denominada Técnica da Transformaedgrbd Generalizada (GITT) estdo
associadas ao trabalho de Ozisik e Murray (190bxesa solucdo de problemas difusivos com
coeficientes variaveis nas condi¢cdes de contormale ovislumbrou-se a capacidade de se
fornecer solucdes analiticas aproximadas a uma faixito maior de problemas. A GITT, como
ja foi dito, proporciona solucdes de natureza Hésj numérico-analiticas, para problemas de
conveccao-difusao, entre outras, cuja transformag@gral resulte em sistemas de equagdes
diferenciais ordinarias acopladas, ou cujos probkeauxiliares sdo complexos do ponto de vista

computacional.

Desde entdo, a GITT ganhou robustez no sentidst@ader as ideias do procedimento
de transformacdo integral para classes geraisal#epnas, tanto lineares, quanto nao-lineares.
Um trabalho completo e sistematico sobre GITT @sgmtado em Cotta (1993) e, revisbes e
atualizacdes posteriores do progresso da técnmicangam-se em Cotta (1998) e Santos et al.
(2001).

Silva (2011), Régo (2013), Silva (2014) e Pont€d &) resolvem diferentes escoamentos
sob a luz da técnica da transformada integral gémada e representam, como foram e ainda
serdo citados, os trabalhos mais recentes nesta are

Além de ser um método computacional alternativ@abardagem proporcionada pela

GITT é particularmente adequada para a obtencdgotedes para validacdo de codigos
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numericos, devido a caracteristica de controlemadatico de erro, semelhante a uma solucéo
analitica pura. Outro aspecto importante do mét@édoa extensdo direta a situagbes
multidimensionais com um aumento n&o muito grande esforco computacional,
comparativamente ao caso unidimensional. A caligtitex hibrida é a responsavel por esse
comportamento, uma vez que a solucdo analitica pregada em todas as variaveis
independentes, com excecao de uma, fazendo com tgwmefa numérica seja sempre reduzida a
integracdo de um sistema diferencial ordinario panas uma direcdo (REGO, 2013).

Assim, esta é uma técnica caracterizada pela gaaiconvergéncia das solucdes, para
uma ordem crescente de truncamento das sériefeslu€sta peculiaridade indica que é
possivel encontrar solugbes com quantidade deisdgas significativos “exatos” (convergidos)
para uma certa quantidade de termos nas expanisbesposto, o método tem precisao
controlada, estabelecida na ordem de truncamestexgmnsoes, que pode ser automaticamente
encontrado durante o processo de solugcédo, assemelsa bastante ao de uma solucéo

puramente analitica.

Segundo Cotta (1998), as aplicacdes do método pededivididas em:

. Problemas que apresentem coeficientes variawesuas condi¢cdes de contorno;
. Problemas que apresentem coeficientes varidesiequacdes governantes;

. Problemas que apresentem contornos variaveis;

. Problemas com fronteiras méveis;

. Problemas que envolvem dificuldades na solucdardiblema auxiliar;

. Problemas néo lineares caracterizados pela masd® equacdes cujos termos

fonte e / ou condicbes de contorno dependam da@éuescalar a ser obtida.

Na ultima categoria, se encontra a maioria doslenwds na engenharia, particularmente
na mecanica dos fluidos e transferéncia de cal@ ,ppdem ser citados: condugao de calor com
condutividade térmica variavel, solucdo das equadaecamada limite e solu¢do das equacdes
de Navier-Stokes (COTTA, 1992; LIMA, 1995; LIMA, Q0).

Isto posto, para declarar os passos seguidosagiiicacéo da GITT no presente trabalho
(que se enquadra na ultima categoria supracitgulagede-se assim: a partir do sistema de
equacOes governantes do problema, inicia-se umegsocde simplificacdo que passa pela

adimensionalizagdo das equagOes governantes easlesndicoes de contorno, em seguida, no
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intento de se reduzir o numero de variaveis, esesevas equacdes e condicdes de contorno, em
termos de funcdes escaleres auxiliares. Como suegeacoes diferenciais ndo homogéneas nas
condicbes de contorno, aplica-se uma filtragemegasicoes no sentido de eliminar-se estas néo
homogeneidades. SO entdo o problema esta prontorpeeber a GITT. Estes passos serao

descritos nos capitulos IV e V.

Ainda, na utilizacdo da GITT, alguns passos devemaplicados sequencialmente, 0s

quais podem ser assim resumidos:

1. Escolha de um problema auxiliar apropriado. Eete por base um problema de

autovalor que satisfaz, simultaneamente, dois séqsi

a) Possuir a maior quantidade de informacdes\ymssio problema original,

a ser resolvido nas direcdes coordenadas, escolpata a transformacao;
b) Ser de solucéao relativamente simples, de pned&a analitica.

2. Solucdo do problema auxiliar e obtencao dasfautdes, autovalores, normas e

das propriedades de ortogonalidade.

3. Descricao das funcdes escalares como uma expdasautofuncdes oriundas do

problema auxiliar. Determinagéo do par transforrfindersa.

4, Transformacédo integral do sistema de equacdesedciais parciais originais,
aplicando-se a férmula da transformada em toddsrasos das equacgdes originais, seguida da
formula de inversdo nos termos nao transforma@gém-se, assim, um sistema diferencial

ordinério acoplado na variavel independente restant

5. Truncamento do sistema diferencial ordinérionitd e solucdo do sistema
restante, por procedimentos numéricos bem estadbetedisponiveis em pacotes de sub-rotinas,
para obtencdo dos campos transformados com prepiegorita. Neste ponto, utiliza-se o
controle automatico de erro global para se ajuatarordens de truncamento do sistema

transformado e oferecer estimativas de erro reativ

6. Obtencao das funcdes escalares originais, fazemdiso da formula analitica de

inversao.

Basicamente, a aplicacdo da GITT em sistemas dacégs diferenciais parciais, por
meio de operadores integrais apropriados, levaininglcdo de variaveis independentes do

problema, e como consequéncia a obtencdo de uemsisinfinito de equacdes diferenciais



72

ordinarias (EDOs) acopladas. Tal sistema, denoroisadplesmente de sistema transformado,
deve ser truncado em uma ordem finita para qu@ssapesolvé-lo. A ordem de truncamento é
selecionada de acordo com a precisao prescritgadaseSe o sistema transformado apresentar
solucdo analitica, esta pode ser obtida automaticamatravés de sistemas de computacao
simbdlica, caso contrario, uma solucdo numeéricaedser obtida através de algoritmos

computacionais disponiveis em diversas bibliotelgasub-rotinas especificas.

Do ponto de vista das aplicacdes praticas de eagentpode-se citar o sucesso da
utilizacdo da GITT na andlise de equipamentos temuyaulicos, migracdo de rejeitos
radioativos em solos, aerotermodindmica de veicegpgaciais, poluicdo ambiental, processo de
secagem, problemas térmicos em siderurgia, eniilgeato isotdpico, combustao, resfriamento

de equipamentos eletrdnicos, reservatorios delpetréntre outros (SILVA, 2014).



CAPITULODIV
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4. FORMULACA@MATEMATICA

4.1. MODELAGEM MATEMATICA

No presente trabalho considere um canal de plamadefas, onde as placas horizontais

sdo isolantes e as verticais sao constitui

por condutores onde serdo colocac A A
- ~ (Fonte ou Carga )
eletrodos para afericdo de tensbes, par ey Sang
\_Resistiva__/"
imposicao de corrente ou para a ligacéo E» .
uma carga resistiva. Um campo magnéti .
externo,§0 , Serd imposto paralelamente w*
. Y
placas condutoras verticais e o escoame” % X
I
* | /
. . - "
se da ao longo do eix0, conforme indicado é/[ #scoa "nent* Ih*
na Figura 4.1. No interior do canal, ——>z* / \ ]
escoamento influencia no desenvolvimen |

transporte e formato das linhas de camr
Eletrodos

Figura 4.1 — Desenho esquemdtico ilustrando o escoamento do

escoamento, cujas equa(;()es e resu|tafluido condutor no interior de um canal retangular de placas
paralelas, sendo duas condutoras e duas isolantes, submetido a

serao colocados posteriori um campo magnético externo, B, . Fonte: elaborada pelo autor.

magnético e que, por sua vez, influencian

As seguintes hipoteses simplificadoras sao coraidsrna analise do problema:

a) Efeitos secundarios de borda desprezidgis<k w*, as placas verticais ndo interferem no

escoamento na por¢ao central do canal);

b) O escoamento é bidimensional, incompressivel,name permanente (o vetor velocidade é
descrito por duas componenteV =V (X, ¥)=4(x,y)i+y(x'y)). O interesse

concentra-se no plano de simetria do canal (playoexconsidera-se que as correntes induzidas

no eixoz nao provocam movimento do fluido nesta dire¢éc=Q).

c) O campo magnético externo é uniforme e constaptmtando para a direcéo positivaydéo

vetor campo magnético externo é escrito c/B., = B, J);



75

d) No interior do canal sdo induzidos campos mago€tlmdimensionais, de tal forma que,
By = Boa(X, ¥)= B(X,y)i+ B(xy) . Desta maneira, 0 campo magnético resultante

interno é dado pela superposicdo dos campos imnglezéckterno, tal que:

B =B, +B,=BT+ BO,Y) i+ B(x Y)J="BX W B X Y (4.1a)
B (X,y)=B(X,Y) (4.1b)
B(X,y)=B+B(Xy) (4.1c)

e) Qualquer campo elétrico externamente imposto @wume e constante, apontando para a

direco positiva d& (o vetor campo elétrico é escrito co E' = E, k);

f) O efeito Hall e o deslizamento de ions ndo sasiderados na lei de Ohm, ou seja, correntes
axiais devido ao efeito da curvatura de trajetat@elétrons e ions em um campo magnético ndo
sdo considerados, por conseguinte, ndo sao induzmaponentes de velocidade na direcao
transversal (SUTTON e SHERMAN, 2006);

g) O fluido é considerado eletricamente condutoremagnético;

h) Todos os efeitos térmicos serdo negligenciadogs@mamento se da sob temperatura

constante.

Agora, colocadas as aproximacdes de simplificagécreve-se a lei de Ohm (Eq. 2.35)

da seguinte forma:
J=0(E+VxB)= 10+ 17+ 1k
Usando as simplificagdes (b), (d) e (€), tem-se:
T =o[ Ek+(ui+ 0 )x(8i+87)]=0(E+uB-"yB) k" 3" (4.2a)

J,=0, J,=0 J=0(E+iB-uB) (4.2b)
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Este resultado demonstra que, quando um campacelétraplicado por uma fonte de

tensao, ressaltando-se que somente a deflexadatiase € considerada, a corrente induzida e a
corrente devido ao campo eletrostatico (quandaaqi), se d& somente no exe no sentido

de k, com intensidad J" = J, :a( E+U0B- L{/B)

Agora, desenvolvendo a forca de Lorentz volumét(iea=J" x B ), observa-se que
suas componentes sao dadas por:

F = ix( BT+ B1)=- 081 LRI FivF)]

Logo,

F,=-J,B,=-0B[ E+UB-"yB]| (4.3 )
F,=J,B =0B[ E+1,B-"yB] (4.3 b)

Assim, a forca de Lorent£ = J x B , atua na direcao, em sentido contrario ae na

direcéoy’, no mesmo sentido d]e

Um desenho esquematico da regido de interessegtado (o0 plano de simetria do canal

retangular mostrado na Figura 4.1), ilustranddpsstde condi¢cdes de contorno empregadas na
analise é visualizado na Figura 4.2 a seguir.

y*

R

ux(xxh)=vxxxh)=0,; Br«(x*h)=B1wx(x*) ; B2*(x*h)=Bo*

ll*((),y*):lh’*(y*) T 2 u*(oo,y*):llac*(y*)
v(0,y%)=0 | . v#(o0,y*)=0)
Br(0,y%)=Bie*(y)| \ s Bi#(c0,y9)=B1o*(y*)
BZ*(O,y*) :BJ(’*(y*) i L BZ*(OO,y*):BZOC*(y*)

ux(x*0)=v+(x*0)=0 ; Br(x*0)=0 ; Bz*(x*0)=Bo* x*

PrtT1er 11

Figura 4.2 - Desenho esquemdtico da regido sob estudo (plano central do canal retangular) e condi¢des de contorno. Fonte:

elaborada pelo autor.
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Em funcdo das hipdteses simplificadoras, expandiasicequacdes de Navier-Stokes

(2.40) e do campo magnético (2.38), levando emacast caracteristicas de cada campo, o
problema é modelado em varidveis primitivu” = U (X, y) eV =U,(X, y)) por:
ou oV

—*+—*:O 4.4
ox oy (44)

u*au*ﬂ;au* :_lali‘+ 62*u+6?*u __1J;% 4.5)
0X oy 0 0X oxX oy ) p

u*al*+\;0_v*=_iali’+ 62*v+62*v +£le3 (4.6)
ox oy 00y oxX oy ) p
0=2[ug-va]e, 28,28 @
dy’ maX? | ay?
o:—i[u*B;—o B ]+A 0’8, 0B (4.8)
ox "l ax2 9y

E importante esclarecer que as Equacgdes 4.7 €id.8lgidas a partir das equagdes do
transporte do campo magnético (lei de Faraday)eidde Ohm, da lei de Ampére e da lei de

Gauss para 0 campo magnético, respectivamenteritassabaixo.

gxE =-28 ¢ (4.9)
ot

o F

E="-VxB (4.10)
(6)

e 1o -

J==0xB (4.11)
H

0B =0 (4.12)

As condi¢cfes de contorno na entrada e na saidard sédo descritas como:

u0,y)=u(y) u(X »o,y)=0,(y)

x =0 OY)=0 K e VX Y)=0 (4.13 a-h)
B (0,y)=B.(Y) B/(X - o,y)=B,(Y)
B,(0,y )= B.(Y) B,(X - ,y)=B,(Y)
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Enquanto que as condi¢cbes de contorno nas plaekridas, inferior e superior, séo,

respectivamente:
u(x,0=0 u(x,h=0
y =0 vV (X,0)=0 _ y=h v(X,h=0 (4.14 a-h)
B/(X,00=0 ° BI(X,h)=B,(X) '
B,(X,0)= § B,(X,h=§

As condicdes de contorno na entrada do canat () especificam que: a componente
horizontal da velocidade é uma funcédo ydee que ndo ha componente vertical da mesma
(4.13 a,b), ou seja 0 escoamento € paralelo edmazna entrada; o campo magnético é imposto

somente na vertical (4.13 c,d);

As condices de contorno na saida do caxab () estabelecem que os campos de

velocidade e magnético estdo completamente deséthes) isto €, ndo sofrem variagdes com a

coordenada’ (% = 0), Egs. (4.13 e-h). Note que, diferentemente da oommie vertical do

campo de velocidade (que é nula), a componente&aledo campo magnético é diferente de
zero (dada pela superposi¢cdo do campo magnéticastme da componente vertical do campo
magnético induzido nesta regido), sendo descritagupiacdo da condicdo de contorno (4.13 h).

As condicdes de contorno nas placas 0 ey = h) especificam a condicdo de nao
deslizamento do fluido,u (X,0)=0 e u (Xx,h) =0, e de impermeabilidade das placas,
v (X,0)=0e Vv (X,h=0; as condi¢des de contorno para a componente luofigitl do campo
magnético B (X)) nas placas isolantes (horizontais) sdo defintttasicordo com o tipo de

conexdo de um circuito elétrico com as placas comds! laterais (verticais) e da interacéo entre
0 escoamento e 0 proprio campo magnético. Estadigims serdo mais bem esclarecidas na
secao seguinte e no apéndice A (regido de escoarnentpletamente desenvolvido) onde as
equacgoes e condicdes de contorno serdo escriteesmws de parametros adimensionais.
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4.2. ADIMENSIONALIZACAO E GRUPOS ADIMENSIONAIS

Com o objetivo de simplificar o processo de solugas equacdes governantes, definem-
se 0s seguintes grupos adimensionais.

X y _u*
X=— == Uu=—=—
h Y h U.
v=V p=P P EZ:_Ez E_E*z* Ha
U. o0 Udb, U.B
* * 1/2 *
BX:E B -5 bozl(EJ =B (4.15 a-0)
b, Y b, h\o Ha
_BI _ _B* ~ B* . o 1/2
B=-2=B, B,=—2=B +Ha Ha===gH <
b T o, \u
Jzzoézb0 Re:UVeh Re, = u.oU h= h

Nesses grupoU. e p, denotam, respectivamente, a velocidade médiaresago média
do escoamento na entrada do canal. Para a figisdada,Ha € o nimero de HartmanReé o

namero de Reynoldke, € o niumero de Reynolds magnétida, = 1/(uno) € a difusidade

magnética &, € o campo elétrico imposto nos eletrodos do canal.

Empregando-se os grupos adimensionais anterisesgjuwacoes de governo sado escritas
adimensionalmente como se segue:

8 . ~ . ~ L4 ~ , . .
Note-se que o termo b, tem dimensdo de campo de indugdo magnética e, portanto, ndo é adimensional.
Entretanto, este termo é mostrado junto aos demais, pois é fundamental no processo de adimensionalizagdo.
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u, v_, (4.16)
ox ady
2 2

u%+\/@:_ﬂ)+i ﬂ+£’l _i ‘]z% (4_17)

ox ody 0x ReldX 0y ) Re

ov odv_ 0P 1(0°v d°v) 1

TEANRVEA PSRN o A U 4.18

ox dy ady Re[ax'z afj ReZEi (4-18)
9 1 (9°B, 9°B

0=—(uB, -vB)+ + 4.19
ay( B~ vE) Rem(ax2 oy (4.19)
d 1 (9B,  8°B,

0=-— - + 2 4+ 4.20
ox U8 V) an(axz afj (4.20)

Sendo, o vetor densidade de corrente (Lei de Obanit@ por:
J=E+VxB=Jk (4.23 a)

J,=(E,+uB-vB) (4.23 b)

j=—Lt pxg=—L (% 0B{ 3k (4.24 a)
Re, Re,\ 0x 0y

J, = 1908 0B (4.24 b)
Re \ ox 0y

Na forma adimensional, as condi¢cdes de contornentrada e na saida do canal passam

a ser rescritas como:

u(0,y)=u.(y) U(X - 0, y)=4,(y
x=0 | VOY)=0 : X oo [ VX @ 9)=0 (4.25 a-h)
B (0,y)=B.(y) B (X- o, ¥)=8.(Y

B,(0,y)= B.(Y) B, (X~ ,¥)= B, (Y
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Enguanto que as condi¢des de contorno nas pladatiidas séao:

u(x0)=0 u(x,1)=0
o v(x0)=0 . 4 v(x,1)=0 (4.26 a-h)
" lexo=0 Y= B (k)= 8,00 |
B,(x0)=Ha B,(x1)= Ha

O desenvolvimento para a determinacéo das condagesntorno, em especial, relativas
a regido da entrada do canal Biec € Bye) € dos campos completamente desenvolvidg$y.. e

Bx.), € demonstrado em detalhes no Apéndice A.

Em particular, conforme foi citado no final da segiterior, € de suma importancia
trazer a baila a discussédo sobre as condi¢cbes rderco para a componente longitudinal do
campo magnético nas placas isolantes (horizonfas)ondicdo depende da natureza do campo
elétrico na direcéa, E,, (se imposto ou ndo por uma fonte), e da interagi®@ o escoamento e
0 proprio campo magnético. Desta forma, € uma ¢éondgue se modifica concomitantemente
com o desenvolvimento do escoamento. Para a seardeacédo, tome-se a igualdade entre as
equacdes que definem a densidade de corrente428b. e 4.24b, na placa horizontal superior

(y=1). Ap6s as devidas simplificacdes, chega-sgaiste expressao:

0B,
—i =-Re,E, (4.27)
oy yo1 En

Essa expresséo seria a condi¢cdo de contorno icesladotada para avaliacdo do campo
magnético. No entanto, como o presente trabalhoresrapuma funcdo escalar de campo
magnético para a obten¢éo das caracteristicas tagéo problema em questéo (ver Egs. 5.2),

a condicao de contorno passaria a ser escrita como:

2
af =-Re, E, (4.28)
oy vt

Tal condicdo de contorno envolve uma derivada stgule uma funcao escalar, cuja
equacao diferencial também é de segunda ordem.oQlesse tipo de condicdo acarreta em
dificuldades, tanto analiticas quanto numéricagpneaedimento de solugéo, seja de um método

hibrido ou de um numérico.
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Assim, para evitar de se empregar uma condicadcod®mo que apresente a mesma
ordem da equacédo para a qual uma solucéo esta ebtido, o presente trabalho utiliza uma
outra expressao que nao apresente tal caracteréstjoe seja ainda representativa do problema
gue se pretende resolver. Uma vez que o compringntongo do canal necessario para que o
campo magnético se desenvolva é muito pequenoiderasse que a condigdo de contorno para
0 campo magnético na parede superior € dada pplass@o obtida a partir da solucdo dos
campos na regido completamente desenvolvida (Ed., Apéndice A), adotando-se um valor

médio para o campo elétrito

B, (¥ OB,. =-Re,| E, + Ha| (A.11)

Para se ilustrar a importancia do campo elétigosobre a interacdo entre os campos (e,
por consequéncia, nas condicbes de contorno patampo magnético e sobre o tipo de
dispositivo magnetohidrodindmico), considere o estu do canal ilustrado na Fig. (4.3) e o

escoamento completamente desenvolvido, em particula

A X
A "/7 A’
Bo
Bi=Biw(x) B2>=Bo
‘ - Jz
Bi=0 ’ B>=Bo
|-
o
('/Z/’L\f l ‘
13 (MOTOR)
Y (@)

%

Figura 4.3: Canal de escoamento, em uma situagdo arbitrdria, com placas condutoras laterais ligadas aos terminais de um
voltimetro, para aferigdo de tensdo, ou ligadas aos terminais de uma fonte de tensdo varidvel que pode impor campos elétricos
no interior do escoamento, contra ou a favor do eixo z. Posi¢ées da chave Ch: A-Medidor de Vazdo, B-Gerador, C-Bomba.

Pode-se observar que o sentido da densidade dmsntitraz ao sistema caracteristicas
distintas. Escrevendo-se a lei de Ohm e a equagidefine o gradiente longitudinal de presséo,

9 . . e ~ T ] . .~
Para fins de simplificacdo, o valor médio do campo elétrico serd empregado apenas na condi¢do de contorno
para a componente longitudinal do campo magnético, mostrada na Eq. (A11)
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em um ponto suficientemente distante da entradeadal (Eq. A.15, apéndice A e Eq. 4.17,

respectivamente), tem-se, respectivamente:

oP 1 Re P,
J,.=\E,*+u, Ha , ==-—1J],Ha, u,Ha=-E, ———=
o =(Bntu 1 ox Re = Ha 0x

Dessa forma, vé-se claramente que a magnitude entds deE, interferem no

comportamento do sistema através de alteragée}aooemap%x: 0 sistema pode se comportar

como gerador de eletricidade, medidor de vazacaibh eletromagnética.

Caso A — Medidor de vazéo:J,, =0

Colocando-se um voltimetro nas placas condutotasala, € possivel medir-se a vazao
do escoamento através da tensdo Hall gerada pelonerto do fluido no interior do
canal sob a acdo do campo magnético externo, senhaa corrente externa atraves
dele,lext = O (vide secédo 2.2.2). Deve-se, no entanto,g@ns mente que, a medida que o
escoamento for se desenvolvendo ao longo do chaaéra separacdo de cargas nas
placas condutoras, de maneira que existirA um caelptico associado (Hall)
desconhecido que também se desenvolve longitudemiént,(x). Enquanto esse campo

estiver sendo desenvolvido, existira corrente ieinterna (também forca de Lorentz):

1) =[ 3, )dy=[[ EC3+ € xy BOx Y- ¢X)y.B X} (4.33)

Agora, ao se atingir a regido completamente de$e@dao o processo de separacao de
cargas cessa, e a densidade de corrente, a cogranterca de Lorentz se anulam nesse

tipo de dispositivoJ, = 0,1 = 0 eF, = 0), de maneira que, da densidade de corrente:

E..(Y)=-Hay () (4.34)

Para fins de simplificacdo, sera empregado o valédio desse campo elétrico na

condicéo de contorno para a componente longitudim&lampo magnético na parede:
— 1 1
E, = jo E,,dy=- Hajo u(y=- He (4.35)

B..(X) = B, =0 (4.36)
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Caso B — Gerador Magnetohidrodinamico:J,,, > 0

Colocando-se um receptor elétrico conectado asaple@ndutoras do canal, estabelecer-
se-a uma corrente externa atraves dele. Deviddedto &lall, a corrente elétrica interna
(e também forca de Lorentz) se estabelecera, deeimamue, por critério de
continuidade, a corrente externa deve ser iguala eorrente interna para esse tipo de

dispositivo.

o =100 =30 )dy= [T E(I+ U x ¥ BO x ¥- ¢ XY & X)) (4.37)

Como ha geracédo elétrica, a forca de Lorentz édadara, frenando o escoamento e
transformando energia mecanica em energia elétiide secéo 2.2.7).
Agora, para fins de simplificacdo de analise, atersindo a regido completamente

desenvolvida e o termo de forca de Lorentz da4£80f, tem-se:
J,.=(E.+uHd >0 e E,>-Hay (4.38 a,b)

Da relagéo entre o gradiente de pressao e a ddesil@acorrente, percebe-se claramente
gue o valor dessa densidade de corrente (e dant®tatal) € diretamente proporcional
ao gradiente de presséo negativo.

Da Eq. (4.37), a corrente total externa é obtidaao
1 1
o =1 0) = [ 3. (Ndy=| [ E.(3+ u(y HY d (4.39)
Considerando valores médios nessa regiao do canal:
I, =E, +Ha (4.40)

Assim, além da corrente (medida através de um amegp), o campo elétrico

estabelecido devido ao efeito He¢E, ) pode ser obtido dessa equagdo. Ademais, uma

vez qued >0 (e tambénJ > 0) obtém-se, para um gerador, as seguintes restricdo
E, > -Ha (4.41)

Assim, a condi¢cdo de contorno para a componentd daicampo magnético na parede

devera ser tal que:
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B..() OB,.=-Re,[E,+Ha < (4.42)

De maneira que, para se impor essa condicdo dernonté necessario que o campo
elétrico induzido seja medido indiretamente atralgésorrente externa (€ necessaria uma

informacé&o experimental!).

Caso C — Bomba eletromagnétical,,, < 0

Neste caso, um campo elétrico, suficientementedgtad imposto (no sentido oposto de
2) por uma fonte externa de tensédo variavel, prodiczassim uma forca de Lorentz a
favor do escoamento. O gradiente de pressao atsenimo de acelerar o fluido (vide
secdo 2.2.1). Nesse caso, tomando a simplificagiioestoamento complemente

desenvolvido:
J,.=(E.+uHd <0 e E,<-Hauy (4.43 a,b)

Em termos médios:

E,. <-Ha (4.44)
Assim, a condi¢cdo de contorno para a componentd daicampo magnético na parede

devera ser tal que:

B..() UB,.=-Re, E,+Ha > (4.45)

Note que, diferentemente da situacdo de um geradsa condicdo de contorno €
conhecidaa priori, ndo necessitando de um experimento para se ffechanodelo

matematico!

As equacbes governantes (4.19) a (4.30) serdovidgssl através da Técnica da
Transformada Integral Generalizada, empregandorsaufacdo em funcdes escalares (a funcéo

corrente e a fungcdo campo magnético), conformeritieso capitulo a seguir.
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CAPITULOV
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5. METODOLOGIA\DE SOLUCAQ

5.1. FORMULACAO EM FUNCOES ESCALARES

A funcédo correntg(¢)) € uma funcéo escalar que descreve escoameniosehglonais
incompressiveis, satisfazendo automaticamente addeiconservacdo da massa. Uma das
vantagens do uso da formulagdo em funcéo correati&él visualizacdo das linhas de corrente
do escoamento. Sob um ponto de vista de modelaajém,da reducdo do nimero de equagdes a
serem resolvidas, 0 seu uso elimina a necessidadélclilo da presséo, ou gradiente de presséo,

para determinacédo do campo de velocidade.

No caso particular de trabalhos anteriores que egapam a técnica da transformada
integral generalizada (Pimentel, 1993 e Samtoal, 2001), o uso da formulacdo em funcéo
corrente também apresentou taxas numeéricas de rg@émaga mais acentuadas do que aquelas

que empregavam a formulagédo em variaveis primitivas

Adicionalmente, uma vez que 0 campo magnético tambg@resenta caracteristicas
similares ao campo de escoamento, uma variavellsante a funcdo corrente também pode ser
empregada para a descricdo desse campo, uma woug&ofescalay, que serd neste trabalho

denominada d&uncdo magnética.

Nesse ponto, € importante entender que ndo hasidads de se resolver as equacoes de
transporte do campo magnético, Egs. (4.22 e 4.23jorma em que elas se apresentam. E
possivel substituir essas duas equacdes por uroa éguacdo resultante obtida pela igualdade
entre as equacdes de densidades de corrente (£2627 b). A principio, este procedimento
pode parecer estranho, pois substitui-se um sistienthuas equacgdes (a menosudev) e duas
varidveis B; e By) por uma Unica equagdo com trés variavBis B, e E;). Entretanto, esse
problema é resolvido escrevendoBsee B, em termos da funcdo escalar magnéiayma vez
gue a variavel restante, o campo elétaiplicadoE,, € conhecida (constante).

As equacdes das transformacdes em termos das fuegéalares, supracitadas, indicam-

se abaixo.
u:a—(’[/, v:—a—w (5.14a, b)
oy 0X
5= -9 (5.2, b)

oy’ o
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A transformacéo para estas novas variaveis ¢é efetiaavés dos seguintes passos:

a) Campo de Funcédo Corrente

i) Deriva-se, parcial e respectivamente, as equag@adier-Stokes (4.17 e 4.18)

em relacdo & e ax e, em seguida, subtraem-se o0s resultados levanemonta
a ] I . ~ ~
que % = —i (eq. da continuidade). Obtém-se, entdo, um rekultgue nao

apresenta mais o termo de presséo.

u62u+6u 9%V av 0°u  9°u]_( 8°v 9°v)|_
ayox oy “ax oWy Re\agx 0y) \aag o x

(5.3)
0J aJ Bl 3 6% vl B
Re ay ay “ox
i) Derivam-se parcialmente, em relacao eay, as equacoes (5.1 a, b) e (5.2 a, b),
até que os termos tornem-se substituiveis na Ba B0 passo (iv).
ou oy 0°u _ oy ou _ ol
— = = = =
ox 0x0y 00y 0%V 00y 09§ (5.4 a.b)
4 a,

ou_o%y _ u_oy _ du_oY
oy oy oy oy af oy

2 2 3 3 4
v__ 0y _ O0v__0y _ 0v__0Y
ox  oxX X X axX oX (5.5 a.b)
ov_ oy 0%v oy v oy o
_— - :> e
oy  0yox 6>6y 6y)>% 639 007y
0B _ 0’ N 0281: 9°s
ox 0xy 0Xy 09V

2 2 3 (5.6 a,b)
0B _0°5 _ 0B_0B

= = =

oy oy oy ay
B,__0°8 _ ¥B__0%
dy  0xy 90Xy 0y X (5.7 ab)
0B, :_62,8 N 6282:_63,8
ox  oxX X oxX
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iii) Rescreve-se, finalmente, a equacao (5.3) em teded%.1 a,b), (5.2 a,b) (5.4
a,b), (5.5 a,b), (5.6) e (5.7 a).

%_f/l[gi%a?zzzj %4:[353/ a}%] La% agfrgié‘

1(9J,08_9J,08
Re ox 0y 0y 0X

] (5.8)

iv) Deriva-se, parcial e respectivamente, a equacéteuasidade de corrente (4.24 b)

em relagdo x e ay e, em seguida, usam-se 0s resultados obtidos .éna,( e

(5.7 a,b).

0, 1 (o, B

ox an[axSJ'awy?) (5-9)
0, 1 (B, 2B

oy R%[afawx?) ©19

Onde o termo de densidade de corrente, da Eq. I4, 2&ssa a ser dado por:

3= L [OB OB ¢ 0405 0y 08
*“"Re, 3% 0y dydx dxd)

V) Finalmente, substitui-se as Eqgs. (5.9) e (5.10§%8) e se obtém-se:

oy(oy , 0% | oy(oy, oY a‘%ﬂ+2 oY o).
oy | ax® 9xy? ) ox|ay? ayax2 X XY oy

1 | 38 %8
ReRe, ax[axzay ay?’J r G

1 |op(3p, %8
ReRe, | dy | ox° a>«3y2_
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b) Campo de Funcdo Magnética

Vi) Igualando-se a Lei de Ohm (4.23 b) com a Lei de &m§4.24 b) e substituindo-
se, novamente, as Egs. (5.1 a, b) e (5.2 a, b)séem

O op _oyop_ 1 (azr”ﬂazﬁ}e (5.12)

dy 0x 0x dy Re,| ax® ay?

Desta forma, as equacdes de governo passam de(Eigeo4.16 a 4.20) para duas (Egs.
5.11 e 5.12). Nessas novas variaveis, funcéo der(gh e funcdo magnéticgs), o sistema de

equagdes, em conjunto com suas condi¢cdes de confassa a ser escrito como se segue.

a¢£a3¢/+ % J_a¢£a3¢/+ oY J_ 1 [a‘iyu oY +aia}_

dy | ax® ady) ox| 9y apR) Relad oY oy
R Al
ReRen_GX[axzay+6y3 ]_+ (5.13)
1 [08(0%p, 9% ||
ReRe,| dy | ox®  9x0y” ) |
2 2
0woB_oypoB_ 105,00\, ¢ (5.14)
dy 0x 0x dy Re,| ax® 0ay?
Para a entrada e saida do canal:
wO.Y)=¢. (V)= 0.(0)= [ u(y dy
x=0 a—‘”(o,y):o (5.15 a-c)
0X
BO.y)=h(y)=[" B.(ydy
WX - oY) =g, ()= a.(D=] u(ydy
X — 0 a—w(x_»oo,y):O (5.15 d-f)
ox
B(x = @,y)= B.(x— 0, y)==Hax+ h(y com h y=[" B(y
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Enquanto que, nas placas dielétricas, inferiapesor, sao:

Y(x0)=0

y=0 %—lj(x, 0)=0 (5.16 a-c)
B(x,0)=-Ha.x
Y(x,1)=1

y=1 %(x,lﬁ 0 (5.16 d-f)

B(x,1)=-Hax+ h, (1)

O desenvolvimento para a determinacao das corgld®eontorno, em especial, relativas
a regido da entrada do canal, (- e 5 e dos campos completamente desenvolvides. €

5.), € demonstrado em detalhes no Apéndice A.
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5.2. FILTRAGEM DOS CAMPOS

O uso da formulacéo das equacdes governantes srostele funcdes escalares € f)
reduz o numero de equacdes a serem resolvidasn&los termos associados a pressao e facilita
a solugdo do problema. Nao obstante, esta forrulagéoduz uma ndo-homogeneidade na
condicéo de contorno da funcao corrente relatpi@éa superior (Eq. 5.16 d).

Para que essa ndo homogeneidade, indesejada a taznica da transformada integral,
seja eliminada, propde-se a aplicacdo de filtras campos, que consistem na separacao dos
campos originais em duas partes: um campo filtrape possuira condicbes de contorno
homogéneas e um filtro que carrega a ndo homogedeidriginal. Trabalhos anteriores
(MACHADO e COTTA 1995; SILVA, 1994; PIMENTEL, 1998ANTOS et al., 2001; REGO,
2010 e PONTES, 2015) atestam a eficicia da tédeiddtragem.

A eficiéncia desse procedimento é ditada peloofiltnormalmente uma expressao
analitica, a mais representativa possivel, porénples, do comportamento caracteristico da
solucdo do campo original. Uma vantagem adiciomalfigada nos trabalhos anteriormente
citados é o enfraquecimento dos termos fontes dascées, responsaveis pelo atraso no
processo de convergéncia dos métodos numéricos paricular, das expansdes empregadas na
técnica da transformada integral.

Isto posto, séo propostas as seguintes separagdesuthpos de funcao corrente e funcéo

magnética:
w(xy) =ty (x V) +¢: (Y (5.17)
B(xy) =B, (xY+B (v (5.18)

Nestas expressdes, o indice H representa o caftipddi isto €, homogeneizado, a ser
avaliado com a transformacéo integral. J& o inliesta associado & expressao dos fiftréara
a funcéo corrente, o filtro empregado € a solugiacampo completamente desenvolvido do
escoamentoy(y) = ¢w(y). Para o campo de funcdo magnética, o filtro eggite é uma
expressdo que satisfaz a solugcdo do campo magmaticegido completamente desenvolvida
apenas para posic¢oes longitudinais muito distatdesntrada do canal, tendo como parametro a

posicao local ao longo delg; (Y;X) Z Lo(Xeo,Y)-

10 ~ . ~ . . ~ .
As expressoOes para os filtros sdo obtidas e descritas no apéndice A.



94

Os filtros séo escritos como:
we(y)=v.(y)=a.(y
B (y:¥)=—Hax+ h(y
Ondeg.(y) eh(y) estao explicitamente determinados no Apéndice A

Com a aplicacdo das definicbes acima, as equagdesmgntes (5.13 e 5.14) ficam,

respectivamente, escritas da seguinte forma:

(awH +dww]£a% Oy j_awH La"’wH L7 L7
ay dy )l o ady’) ox | ayy dyY 99X
1(0%y 0%y 0%y  dY.
Re( ox? +2axzc')y2+ ay* * dy*
: (5.19)
1 [(aﬁH +aﬂFJ(63ﬂH , 9By +a3ﬂF] .
ReRe, |\ ox  ox JloxPay oy oy

1 (aﬂH +613F] 2°B, +a3:3H
ReRe, [l dy dy | ax®  0x3y

oYy | dY, (0@4 +0,3Fj_041/H 0By 0B \__ 1 [0°By , 0By , 0% L E (5.20)
dy dy JLax ax) adx\ ay dy) Re,l ox* ay? 9y ‘ '

onde
oo 1 (0B OBy (e | [0, 0% (aﬁH L 95 j+awH 0By , 9B:
Re, | ax>  ay?  oy? oy ay Ox  0X ox\ oy o0y
Agora, a partir das separacdes propostas, as ¢asdie contorno, na entrada e saida do

canal, séao:

Uy O Y)=¢ (V) -¢e(¥)= &(Y- a (Y Wy(X - ,y)=0
x=0 1% 0 .y)=0 VR L /1) (5.21 a-f)

ox X |y o

B (0,y)=5.(0,y)-B:(y.0)= h (y)- h (V) B (X >, y)=0
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Ja nas placas dielétricas, apresentar-se-ao assim:

¥y (x0)=0 W, (x1)=0
y=0 a;/;H (x,0)=0 ; y=1 %(x,l): 0 (5.22 a-f)
:BH (x,00=0 ﬁH (X,l) =0

Onde, as funcdeg,(y) e h.(y) s&o, também, definidas no Apéndice A.

5.3. APLICACAO DA GITT NA SOLUCAO DO PROBLEMA

O procedimento para a aplicacado da transformag@gral nas equacdes diferenciais
parciais (5.19) e (5.20) consiste em se integralEB®s originais em uma das direcbes
coordenadas (a direcdo dos problemas de autovalormjnando-se todas menos uma variavel,
obtendo-se um sistema diferencial ordinario nacéimerestante. Este sistema pode ser resolvido
através de sub-rotinas disponiveis sftwarescomputacionais.

Tal transformacdo é possivel, considerando-seuagdés corrente e magnética como
expansdes em autofuncdes, obtidas de um problemmepdémeo resolvido sob o lastro de
critérios de ortogonalidade.

O primeiro passo neste método €, portanto, defimroblema de autovalor auxiliar que
permitira encontrar estas autofuncdes (GUERRER®O1YLEste problema auxiliar serd obtido
aplicando-se a separacdo de variaveis nos ternfasivis homogéneos das equacgbes de
governo. Dando sequéncia a solucéo do problemasefazdescricdo da funcdo escalar original

como uma expansao das autofuncdes oriundas deepralduxiliar.

5.3.1. PROBLEMA DE AUTOVALOR PARA O CAMPO DE FUNCAO CORRENTE

Tome-se a Equacdo 5.19. Como as condi¢des deroonfgqgs. 5.22 a,b,d,e) ja séo
homogéneas eny, é conveniente considerar-se o problema auxilestan direcdo, onde a

autofung&o normalizada sera representadaypar os autovalores pgs. Assim, o problema de

autovalor é, segundo Guerrero e Cotta (1995, 1996).

(Y =N () (5.23)
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Com as respectivas condi¢cdes de contorno:

no=e 7(9=0
y=0 Z_E(O)=0 ! y=1 d—j(l):o (5.24 a-d)
A solucéo (autofuncdes) desse problema auxiliada ghor:
co{,ui (y ﬂ cosrii (y H -
COS(ZiJ cos’E,Léj para i=1,3,5, ..
e (5.25)
se"{,ui (y ﬂ senﬁuI (y ﬂ -
ser{z‘j senﬁéj para i=2,4,6, .

A partir das condi¢cbes de contorno, Eqgs. (5.24.as€l)autovalores sao as solucgdes da
equacéo transcendental (obtidas com o uso da sub#EBREN (IMSL, 1989)):

—tan(’gj para i=1,3,5, ...

tanh(%j = ou cqs cogh= (5.26)
+tan(%] para i =2,4,6, ...

Observa-se que a segunda equacéo, apresenta8®6mé¢ numericamente mais facil de
ser avaliada.

As autofuncdes apresentam a propriedade de ser&mnoamalizadas, isto é, a sua

propriedade de ortogonalidade é tal que:

N=1; i=j

[REAEEER I 527

0 R

Admitindo-se que a funcao correntg (x,y) pode ser construida como uma expansao de
autofuncbes e como ja estdo definidas as autofsngd® autovalores e a norma, o par

transformada integral/inversa €, entdo, definido@o
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@ (x) = I \T(( V¢, (xydy transformada integ (5.28)

0

0

Wy (xy) = Z?( W& (X inversa

i=1

(5.29)

Pode-se, agora, prosseguir com a transformacagrahido problema diferencial original,

1

operando-se cor:“ \7, ( y) dyem ambos os lados da equacao (5.19) e na condig@antbrno de

0

entrada (Eq. 5.21 a,b) e de saida (Eq. 5.21 ds&gskEesultados serdo mostrados na secéo 5.4.

5.3.2. PROBLEMA DE AUTOVALOR PARA O CAMPO DA FUNCAO MAGNETICA

Tome-se a Equacédo 5.20. De modo analogo a furgy@ente, devido & homogeneidade
das condi¢cbes de contorno na direcdo y, adotagselbdema auxiliar nesta dire¢éo e, chamando

a autofungéo normalizada d& e os autovalores p@, o problema de autovalor é:

d’H, (y)
dy’

Com condic¢bes de contorno:

=-aH, () (5:30)

H,(0)=H,()=0 (5.31)
A solucéo (autofuncdes) desse problema auxiliada ghor:

H, (y) =sen(a;y) (5.32)

Diante das condicfes de contorno dadas nas Equég8ése 5.32), tem-se 0s seguintes
autovalores:

a, =im i=12,3,. (5.33)
Assim, as autofungbes mostram a seguinte propreedadrtogonalidade:
i=]

1 M.
_[Hi(Y)Hj(y)dF {O' g (5.34)
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A norma associada a estas autofuncdes é avaliada po

M, :j HZ (y)dy :j serf (irry) dy % (5.35)

0 0

Por questdes de simplicidade, € empregada umauagéaf autonormalizada, definida como:

H, (v) ==L = V2 ser(a,y) (5-36)

Admitindo-se que a funcdo magnétiBa(x,y) pode ser construido como uma expansao
de autofuncbes e como ja estdo definidas as agfidsn os autovalores e a norma, o par

transformada integral/inversa é, entdo, definido@o

Bi(x) = j‘ H. (y) B, (xy) dy transformada integ (5.39

0

Ba(xy) = iﬂi(y)ﬁi(x) inversa (5.39

Pode-se, agora, prosseguir com a transformacagrahido problema diferencial original,

1

operando-se cor:[ Hi (y) dyem ambos os lados da equacao (5.20) e nas condig@storno
0

de entrada e saida (Eq. 5.22 c,f). Estes resulsatds mostrados na secéao 5.4.
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5.4. TRANSFORMACAO INTEGRAL DO PROBLEMA

5.4.1. TRANSFORMACAO INTEGRAL DO CAMPO DE VELOCIDAD E

Conforme dito na secéo anterior, tendo estabelegig@ar transformada-inversa (Egs.
5.28 e 5.29) e havendo sido definidas a autofumc@s propriedades de ortogonalidade do

problema de autovalor escolhido, pode-se, agosspguir com a transformacao integral do
1

problema diferencial original, operando-se cajn (y) dyem ambos os lados da equacédo
0

(5.19),

I;Vi(y){[aw +dme(a3¢IH O ]_awH [a?’% Nk 7R 7 de

ay dy )l a2 oaxy?) ox | oy  dy a 9 X
1, 1(o* oYy 0 W, d¥y
Y, = H 42 H H = P | Idy+ 5.39
J '(y){Re{ o ooy oyt oy )| (5:39)

[V ()]~ (aﬂm"ﬁFj"sﬂmaﬁHﬁsﬁF _[aﬁHﬁﬁFjasﬂHﬁsﬂH dy
o] ReReg |l ax T ax ladey oy oy’ ) Loy oy )l o oy

Isto posto, apés uso da formula de inversdo, darigaade de ortogonalidade das
autofuncdes e das condicbes de contorno e, finddnatas caracteristicas do campo do
escoamento completamente desenvolvido, o sistesndaete de quarta ordem para o campo de

funcéo corrente filtrada transformada é mostrasegair.

ZZ{ ( P09 B 09~ (3 T ’9}(%‘%)%”%““

dsz j

Z{ w”’(x)+(u@ E,";)d‘ﬁ“J (X - R—eq () |+

=1

RoRe 2t [dﬂ“'()dﬁ“m B 9 B0+ (2 -ar?) ﬂ“‘(x)ﬁHk(x)_+

- dB, o
1 z|: v IBH]()+ ( BHJ(X) a, ﬂ”()@] iz',;/ [al,Z gl:(J(» BHJ())j =

1,//
[ Pt (4 1470, (0 + HE - j
Re,

(5.40)
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De maneira similar, as condi¢cdes de contorno dadate saida (Egs. 5.22 a, b, d, e) sdo

igualmente transformadas:

1 1
7, (0)=g =j Y(Y ¢, (0, y)dy= j YO o(y a(y ¢
° 0 (5.41 a, b)
dlziHi - O
dx |,
‘pHi (X — 00) =0
| _g (5.42 a, b)
dx |,-.. -
d*B, . , . . . i}
O termo——*(x), da Equacéo (5.40), sera desenvolvido no finalrdzima secéo, que

dx®
faz mencéo a transformacao integral do campo magnét
Os coeficientes que aparecem na Equacdo (5.40), resultantes doegsm de

transformacao integral, séo definidos como:

=YY (IY(y d BY = (VY (Y Y(yd
ot = [T Y3 o of. = [ (Y (32 oy
B = [(Y(MY(OIY( Y d R =[N (DY yd%g;;s(y) d
cf =[NV a it = [ L gy

= [ YOI A ()Y o 3 _JY(WH(»aﬁF(y,x) "
i =[N A (2R g e = [ BN TLLED g,

— (w028 (v: %)
MZ =| Y (yH(y—/—2=d
iF .[0 (DA (Y oy ) Equacdes (5.43 a-m)

11 , . . - ~ . . . . -

Os indices sobrescritos nos coeficientes, ¢ e [, sdo usados para diferenciar os coeficientes utilizados nas
respectivas equagdes filtradas transformadas de campo de func¢do corrente e fungdo magnética. Nos integrandos,
o apostrofe (') denota diferenciagdo em relagdo a coordenada transversal y.
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5.4.3. TRANSFORMACAO INTEGRAL DO CAMPO MAGNETICO

Conforme dito na sec¢&o anterior, tendo estabelegig@ar transformada-inversa (Egs.
5.37 e 5.38) e havendo sido definidas a autofum;@s propriedades de ortogonalidade do

problema de autovalor escolhido, pode-se, agosspguir com a transformacao integral do

1
problema diferencial original, operando-se ch‘ﬁ (y)dyem ambos os lados da equacéo
0

(5.20),

jlﬁi(y)_(awH +dwmj[6ﬁH +0/J’FJ_WH ("ﬁH + 9P de:

0 oy dy o0xX 0X ox{ 0oy 0y

- 52 52 52 (5.44)
lei(Y) ,BH + ,BZH + 9B |, E, | dy
0 | Renm oy oy?

Isto posto, apés uso da formula de inversdo, darigaade de ortogonalidade das
autofuncdes e da condicdo de contorno e, finalmelate caracteristicas do campo magnético
para o escoamento completamente desenvolvidofemsisresultante de segunda ordem para o

campo de fungcdo magnética filtrada transformadagstrado a seguir.

zz{ g ﬁ”’()wHux) ﬁiﬁmd‘”“w}z[ £, (% F ”U“’(x]+

e (5.45)
ic.,m i (x)=Rim[ddf;‘ (x)—chBHi(xwcamJ+ o - e
Com a condico de contorno na entrada transforpaca
B (0)=h = Jj H[h(W-h(y dy com #1,..¢ (5.46)
Bi(X - ®)=0 com i=1.. (5.47)

Os coeficientes que aparecem na Equacdo (5.45)ltamtes do processo de

transformacao integral, sdo definidos como:
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A= [AOAMY ) o B = [, ANV (DL dy
R A () 3 _ M (y) e () 2B

Cf. = [ AR ()= () dy DL = J, Hi(V) == (5 (5 9y

B = 1A a v, B — 1~ v, a,BF

Ef = [, (DA (N)Y(3) dy i = [ ROV ) (0 dy

cf =[lAmZE (v acy HE = [ A (y)dy

Equacoes (5.48 a-h)

Conforme anteriormente citado, o terme— 'BH‘ me—- (X) da Equacao (5.40), é obtido a partir
da transformacéo integral do terme— '8 me—-(X) e este, por sua vez, € obtido da derivacdo da

equacdo da funcdo escalar magnetica (Eq. 5.20andw-se nela o terme—=*, conforme

9°B,
X

mostrado a seguir.

2%, :R%Ka% +dwmj(aﬂH +aﬂFj_awH (aﬂH L 95 ﬂ (a Pu 0 ﬂpj Re E, (5.49)

x> dy dy L ax dx x| day dy a2 ay?
Assim,
0y 0By , 0%n OB , O 0By, W 0°Byy _ 0y 0By _
3 oxdy ox ¥y ax 0 2 dy 9x? 29
0 :83H - Re,| % y y ox y ox°  ox y (5.50)
0X OYy 0*By 0%, 0B _ 1 0°By

ox 0y ox*> 0y Re,0x0y

3
Aplicando a transformada integrﬁ,ﬂj (y)%(x) dy, sobre a equacao acima, tem-se:

2
A{%{dﬂ“m( 9 (1. 8 ﬂ“f“(x)wmm]

IBHJ _ Zz +
dx® oo e 2
mimL Efﬁm(dﬂ“mm Lo (3 + B9 H“(»J (5.51)

Re‘mi[BﬁnF W ram ()~ Floe dlz;m (X)J t R%Z jrmeo 'BHn(X) a; IBHJ()
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Os coeficientes indicados na Equacéao (5.51) sao:

A= [ AR Y, (9 dy 86 = [ (% (D2 (v 0
Che = J, A ()AL (1) 2=y £ = [ (AR V() dy
Foe = [oF %) 25 (v 9 dy )
y Equacdes (5.52 a-e)

Deve-se observar que os coeficientes acima (Egsag®2 a-e) j4 foram definidos nas

Equacdes 5.48, devendo-se apenas alterar os indices

Observe-se que, ao fim da aplicacdo da transf@onagegral, o problema diferencial
parcial foi transformado em um sistema de equagiesenciais ordinarias néo lineares, infinito

e acoplado, com condi¢cdes de contorno definidantrada e na saida do canal.

5.5. ALGORITIMO COMPUTACIONAL

Como ndo héa possibilidade de desenvolvimento taowlpara solugdo do sistema de
equacdes ordinarias ndo lineares, Egs., 5.40 e, priEedimentos numeéricos devem ser
implementados. Nao obstante, para se obter solwddsas destas equacdes, uma vez que 0S
somatorios nas equacdes se dao de um valor iat&ahfinito, um sistema infinito de equacodes
deveria ser resolvido e isto tornar-se-ia imposgsieeponto de vista computacional. O método
empregado garante a convergéncia das solu¢cde®ukmas crescentes de truncamento, assim é
possivel obter-se solugbes com um numero exatepouergido, de algarismos significativos,
para um determinado nimero de termos nas expangdper isto, o controle na ordem de

truncamento nas expansoées, que a G.I.T.T. é catdheomo um método de precisdo controlada.

Assim, truncam-se as respectivas equacoes trarsfasrde funcdo corrente e de funcéo
magnética, para ordehy e NS, que podem ser diferentes para cada expansaaon Assiitindo
a dependéncia dos campos transformados em relagdmar fins de simplificacdo, o sistema

resultante, em conjunto com suas condi¢des de rcmtorna-se:
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d*gy Wl o, (dw Ak Az
%(X):R z‘l%{ﬁw( Hjlka d:J f)ngJJ,(gjﬁk_E‘sﬁ)T';uka] +

REZ{ ljeo wHJ (Dloo uw)dwm_ qwdej}Jf

NG NS d&. d d3B., _ dB., —
é,zlzl'” { foj di?k d@l B+ (a)*-a) - ﬁHk} *
1

k
3 9t i [ LRs g2 By FR,
R Z{ < &‘%(dx;] _"J’Zﬁ*"}Mi‘F” [“2 x aR

en
- [ O+ H _ﬁJ

Ren (5.53)
wHi(O):@sj Y[ g(y-a(y] dy Py (% ©)=0
° com i=1..Ny
9P| o .
dx =0 ax .
> Nw( i de] Dy — IBHJ dekj+
=1 k=1 X
ﬂ (9 =Re, .NZ”'(BwaHJ R %j Zqﬁ % | aB - @ (5.54)
(Hiﬂg_ljfoF)
BHi(0)=ﬁ='[ HW[h(N-h(Y)] a, Bi(x—0)=0 com i=1,..N3

Observa-se que as condicfes de contorno na saidardd estdo especificadas no
infinito. Este entrave € minimizado considerandais®a posi¢do suficientemente distante da

entrada, de maneira que o escoamento possa sedetad® completamente desenvolvido. O
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truncamento ideal do dominio, ainda desconhecidenantrado repetindo-se a solucdo do
problema, considerando-se as condi¢cdes de contamaoutras posicoes, até que as solugdes

encontradas ndo sofram mais alteracdes com admt@entrada do canal.

Segundo Guerrero (1993), este procedimento é gwdorpor uma transformacédo da
variavel independente, redefinindo o dominio deowJOpara o dominio [0,1]. Para isso,

recomenda a seguinte transformacéo:

n=1-e% (5.55)

ondec é um parametro de compressao de escala, escdbid@mneira tal que 0 comportamento
numérico da solugdo seja 0 mais suave possivel.

O uso da transformacao do dominio € completadefwidse:

dr7

—=c(1- 5.56

3 - c(2=7) (5.56)
Isto posto, o problema a ser resolvido seria dpdias Equagbes (5.53) e (5.54),

associadas as Equacdes (5.55) e (5.56) e as cendledcontorno agora especificadaseml.

A solucdo numérica deste sistema serd obtida éstrale algoritmos bem
estabelecidos e testados, disponiveis em biblistdeasub-rotinas matematicas, como o
IMSL (1989). O IMSL possui a sub-rotina BVPFD paaasolucdo de problemas
diferenciais ordinarios ndo lineares com condigdescontorno em dois pontos, que
apresentam comportamento “stiff’. (GUERRERO, 19833).

Essa rotina resolve problemas do tipo:

X'=f(x,X) com xi[ ab (5.57 a)

Gee[ X(8), X(B] =0 (5.57 b)

Seu algoritmo € baseado na rotina PASVAS, desentePereyra (1978), a qual faz uma
discretizacéo trapezoidal do sistema de equac@eseniciais sobre uma malha ndo uniforme,

escolhida adaptativamente, de modo a se obter um lecal aproximadamente igual em
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qualquer posicao. Discretizacdes de ordens elevsitasbtidas através de correcbes atrasadas.
Estimativas do erro global sdo produzidas de mareise controlar os calculos. O sistema
algébrico ndo-linear resultante é resolvido meédiantmétodo de Newton com controle do passo
e o sistema linearizado de equacdes é resolvidoegiapdo-se uma forma especial do método

de eliminacdo de Gauss que preserva a esparsidadetdz.

Para fazer uso da BVPFD, que resolve sistemasjukcées diferenciais ordinarias ndo
lineares de 12 ordem, é necessario reescreveruas@sg de 42 e de 22 ordem como um sistema

de 12 ordem. Para isso, adote-se o v&tfy), cujo tamanho serdNy + 2Ng, tal que:

_ dg, dog, o&@p, - dB, C(i=1 2, .Ny
X'{‘I’“i’ dx ' d¥ ' dX B dx WMNp’ i=L 2, .Ng (5:59)

Tabela 1 — Transformacé&o do sistema de 42. ordemnaal?. ordem.

VETOR X DERIVADAS de 12 ORDEM - Vetor X'
Subrotina da BVPFD
X =@, i=1 2, 3,...Ny
« :dl/_/Hi:dX:dX(d_/?) LodX_ /(df/}
MH dx dx o dp | dx dp ™/ Ldx
X = dszi = dXN‘/’H = dXNw+i (d—nj = —dXNwﬂ =X : (d”j
2Ny +i dX2 dX d] dX d/] 2Ny +i dX
g = = D Do (A7) | Doy 1)
Wy dx &\ dx dn WAL dx
d4l/7Hi — dX3N¢I+i — deNz//+i (d_UJ - dX3Nt//+i = Eq (5 59)/((1’7j
dx* dx oy, dx dn o dx
X :[;HJ_ =1 2, 3,...NS
X = dﬁHj = dX4N‘/'+j = d)<4Nw+j d—,7 = dX4Nw+j =X /(dnj
ANY+NS+ | dx dx d] dx dl7 ANg+NpB+ | dx
dzﬁHj — dX4N¢/+N/}+j — d>(4Nw+Nﬁ+j (d_”j — dx4N1,l/+N,G+j = Eq (560/(dnJ
dx? dx a7 dx dn dx
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Em termos dos elementos do ve(r) , as Egs. (5,53) e (5.54) séo reescritas como:

d WH| G Pui 4y = RGZZ[A;k(X3N¢/+Jxk X+ sz(//+k) (%_ ﬁi) Xy+ j >d +

j=lk=1

2
Reé[cﬁl/“x3Nw+J (qﬂm ! )x“”ﬂ _Eeqa s } '

1 YH d°Bu _ 9By 22
JZ_ikzlluk Xang+Np+ | 2 BF X4Nt//+k+(aj _ak)x4N//+NB+jX4N//+k +

1
Re, &

=

NS d2B, d3B.
!Jiij Xangnpej + KiF (d—xz'*‘—ajzxmw ]+ M (aj Xy g ‘d—stJ

Y
- (;ﬁxi +HY —;ﬂJ , i= 1,2,3, Ny
€ (5.61)

NS Ny P
Z(Ajk X4Nz//+N,G+j Xk - quli )<4N1,//+j X\u//+k)+
j=1 k=1
d IBHl S B < 2
() =Rey| 2 (B X = B Xy )+ 2 G Xugmpe = |+ 0 Xy = @ (5.62)
j=1 j=1 .
(Hﬁg IooF)
. i=123.Ng
Onde,
_ d d°Bim
d3s, NS Ny Amn Xang+ g+ mX g+ nt Xnl~
diHJ (X):Remzz ] [ ANy +NB Ny dX2 J +
met (5.63)

Eﬁnn(x4N¢//+ Ng+mX g+ nt Xa e mXo s a

Ny NS d 18
R%{Z(Bjﬁrﬁxwﬁm‘ Pt Xo g m) * Z o Hmj HCALTIE
m=1




108

Agora, as condi¢des de contorno so rescritaseenps dos elementos do vet’i(r7) ,

como, iniciando primeiramente com as condi¢gbesaocno na entrada do canal (esquerda) e
depois na saida do canal (direita):

Xeeer (i)=3; = 1,2,3Ny
Xeger (NV+i) =0 i= 1,2,3,Ny (5.64 a)
Xiger (ANV+i)=h i= 1,2,3,NB
Xrigur (()=0 i= 1,2,3Ny
Xriour (NV+i)=0 i= 1,2,3,Ny (5.64 b)

Xrigur (ANV+i)=0 i= 1,2,3,Ng8



CAPITULOWVI
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6. RESULTADOS

Para o desenvolvimento do sistema infinito de efgmgiferenciais acopladas, Egs.
(5.53) e (5.54), um programa computacional na kggm Fortran 90 foi escrito e implementado
em um computador Intel Xeon 3.7 GHz. De maneirae aolster resultados numéricos, as
expansdes foram truncadas em uma ordem finitard@$N = N¢/ = NS e um critério relativo
de erro de 16 foi imposto para a anélise de convergéncia dasbemescalares transformadas.
Do pacote de subrotinas cientificas IMSL (2010j,ufilizada a DVPFD, que é uma subrotina
especialmente apropriada para resolver sistemadosig“stiffs’) de equacdes diferenciais
ordinarias, como as que no presente trabalho sseqgam. Quando ndo explicitado no texto, os
resultados mostrados foram obtidos fazendiNs&0, ordem suficientemente elevada para
garantia da convergéncia de todos os campos, paa@ias situacdes analisadas. Os coeficientes
integrais, apresentados nas Egs. (5.43), (5.48B)52)( foram obtidos numericamente atraves de
guadratura Gaussiana com o uso da subrotina DQAGSL( 2010). Um critério relativo de

erro de 102 foi usado em cada coeficiente.

6.1. ANALISE DE CONVERGENCIA

Em anadlises hibridas, como as que se apresentapresente trabalho, a taxa de
convergéncia corresponde a precisdo com que uneamdefda série/expansdo representa a
solucéo até que um numero preestabelecido de silgasisignificativos seja atingido (critério de
erro), dizendo-se entdo que, neste ponto, houwecgéncia. Deve-se aumentar gradativamente
a ordem de truncamento das séries/expansfes até quigrio de convergéncia seja tingido.
Deste modo, a fim de evidenciar a natureza hilamlanetodologia aplicada, € mostrado um
estudo do comportamento de convergéncia dos camupesiormente citados, em diferentes

posicdes longitudinais ao longo do canal.

Primeiramente, a analise de convergéncia é feita pacomponente longitudinal da

velocidade na linha central do canal( x), para o gradiente de velocidade na parede superior

ou

dy = T R% (vide apéndice B1) e, finalmente, para a varia@oalor da funcéo escalar

y=1

magnética (entre a parede superior e a linha desdracanal), normalizada pelo numero de

Reynolds magnético adotadesﬁ: ﬁ(x,O.S) ;B(x,l)

&, Re,

e diferentes parametros fisicos.

, em diferentes posi¢des ao longo do canal
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Nas tabelas a seguir, sdo mostradas duas varedieisnais ao lado de cada niamero de
Reynolds magnético, a sabergi_adap c € o fator de escala utilizado na transformacgéo de
dominio, dada pelas Egs. (5.55) e (5.5&dapé um flag” utilizado no cédigo computacional
que informa se o procedimento adaptativo de solongéatérica € empregado &édap= 1) ou ndo
(i_adap = 0). O procedimento adaptativo citado é carazddo pela utilizacdo dos dados de
malha e dos potenciais transformados obtidos em simalacdo anterior como malha e
estimativa iniciais, respectivamente, em uma sigédaatual. Quando ambos os valores
aparecem nas tabelas para um mesmo caso analis@dou( 0/1), isso indica que para um
determinado numero de termos nas expansodes o praoed foi utilizado e para outro nimero
de termos, nao foi, ou vice-versa. Entende-se qiisponibilizacdo desses parametros, embora
nao essenciais, pode servir de ponto de partidageeproducéo dos resultados e auxiliar outros
pesquisadores. Os valores desses parametros s as situacfes simuladas no presente

trabalho se encontram disponibilizados na Tabela 3.

As Tabelas 1 e 2 ilustram a analise de convergé&lessas variaveis para as situacdes em
queRe= 20,Ha = 2 eRe= 20,Ha = 20, respectivamente, e diferentes valores doendirde
Reynolds magnéticdR@, =10%, 1 e 50). Os resultados s&o mostrados para adeasm medidor
de vazdo magnetohidrodindmico, uma vez que empieghy = -Ha em todas as simulacdes.
Além da analise de convergéncia, um exame maisadoudesta tabela também mostra a
influéncia do parametro de acoplamento entre o ocamgmynético e o escoamenite,, 0 numero

de Reynolds magnéticBe,, e também do numero de HartmaHa,

De anteméo, sem se ater as caracteristicas dergénem, percebe-se a relagéo direta
que o numero de Hartmann tem sobre o escoamentcelag@o que o numero de Reynolds
magneético tem sobre o campo magnético. A influédoimimero de Reynolds magnético sobre
0 escoamento é pequena/sutil. Por outro lado, ceraiae Hartmann tem forte influéncia sobre
ambos 0s campos. Estes comportamentos serdo, thaigea melhor analisados, através de

gréaficos que ilustrem visualmente suas caracteastie desenvolvimento.
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Tabela 1: Andlise de convergéncia em diferentes po8es ao longo do canal parRe = 20,Ha = 2,E, = - Ha e diferentes valores de Reynolds magnéticBé.,, = 10*, 1 e 50)

Ren = 10% (= 0,7 —i_adap = 1)

ou X
x e R 2800 x16
N 0.1 0.2 0.3 0.4 Xoo 0.1 0.2 0.3 0.4 Xoo 0.1 0.2 0.3 0.4 Xao
5 1.108 1.097 1.149 1224 1476 1895 1451 11.22179 6.389| 0.8479 1.624 2404 3.139 6.051
10 1.012 1.082 1.163 1244 1476 2573 1413 10.0B390 6.389| 0.8276 1.661 2.481 3.230 6.051
30 1.022 1.082 1.164 1246 1476 2430 13.15 9.79288 6.389| 0.8269 1.671 2.494 3.243 6.051
50 1.021 1.082 1.163 1246 1476 23.73 13.09 9.788283 6.389| 0.8269 1.671 2.495 3.243 6.051
70 1.021 1.082 1.163 1245 4Uu6 | 23.61 13.08 9.781 8281 6.3§ 0.8269 1.671 942.4 3.243 6.051
Ren=1€=0,3-_adap=0)
5 1.108 1.476 1.476 1.476 1.476 18.95 14.50 11.221709 6.389 0.6695 5.986 6.046 6.051 6.051
10 1.012 1.082 1163 1.245 1476 25.73 14.12 10.089.380 6.389| 0.6442 1.346 2.081 2.787 6.051
30 1.022 1.082 1164 1246 1476 2430 13.14 9.7®W278 6.389| 0.6428 1.355 2.094 2.801 6.051
50 1.021 1.082 1164 1246 1476 23.73 13.09 9.778273 6.389| 0.6429 1.355 2.094 2801 6.051
70 1.021 1.082 1164 1246 1476 23.60 13.07 9.77@271 6.389| 0.6429 1.355 2.094 2.801 6.051
Ren=50€=0,1- adap=1)
5 1.108 1.097 1.150 1.228 1476 18.94 1448 11181149 6.389| 0.06565 0.068502.09513 0.1548 6.051
10 1.012 1.083 1.164 1248 1476 25.72 1410 10.08345 6.389| 0.01293 0.03076.07982 0.1556 6.051
30 1.022 1.082 1.165 1249 1476 2429 1313 9.772250 6.389| 0.005352.02993 0.08150 0.1581 6.051
50 1.022 1.082 1.165 1249 1476 23.73 13.08 9.758245 6.389| 0.005359.02994 0.08150 0.1581 6.051
70 1.021 1.082 1.165 1249 1476 23.60 13.06 9.758244 6.389| 0.005359.02994 0.08150 0.1581 6.051




113

Tabela 2: Andlise de convergéncia em diferentes po8es ao longo do canal parRe = 20,Ha = 20,E,= - Ha e diferentes valores de Reynolds magnéticRg, = 10* 1 e 50)

Ren = 10% (= 0,7 —i_adap = 1)

ou X
* e R 2800 x16
N 0.1 0.2 0.3 0.4 Xoo 0.1 0.2 0.3 0.4 Xoo 0.1 0.2 0.3 0.4 Xoo

5 1.0663 1.0629 1.0898 1.1104 1.1110 26.642 23.828526 22.111 22.222 4.6161 8.6098 12.228 15.1252232

10 | 0.99774 1.0533 1.0931 1.1140 1.1110 32.265 24.069 22.20491921 22.222| 4.3977 8.6036 12.329 15.341 22.223
30 | 1.0171 1.0567 1.0940 1.1141 1.1120 30.991 23.378076 21.892 22.222 4.3899 8.6619 12.396 15.290223

50 | 1.0170 1.0567 1.0940 1.1141 1.1110 30.583 23.357.069 21.887 22.222 4.3913 8.6642 12.398 15.292223

70 | 1.0170 1.0567 1.0940 1.1141 1.12710 30.503 23.3824069 21.889 22.222 4.3914 8.6644 12.399 15.292223

Ren=1€=0,7-_adap=1)

5 1.0670 1.0652 1.0938 1.1151 1.1110 26.604 23.752403 21.995 22.222 3.9084 7.5008 10.961 13.8672232

10 |0.99893 1.0565 1.0979 1.1194 1.1110 32.168 23.896 22.017.7531 22.222| 3.6859 7.4892 11.063 13.985 22.223
30 | 1.0181 1.0597 1.0987 1.1194 1.1110 30.873 23.121876 21.713 22.222 3.6756 7.5466 11.132 14.048223

50 | 1.0180 1.0597 1.0987 1.1194 1.1110 30.464 23.1Ar866 21.706 22.222 3.6770 7.5490 11.135 14.045223

70 | 1.0180 1.0597 1.0987 1.1194 1.1110 30.384 23.1/P862 21.703 22.222 3.6771 7.5492 11.135 14.045223

Ren=50€=0,7- _adap=1)

5 1.0671 1.0762 1.1383 1.2002 1.1110 26.395 22.859914 20.266 22.222 0.36648144563 0.77327 1.3547 22.223

10 | 0.9992 1.0700 1.1436 1.2027 1.1110 31.615 22.828.774 20.389 22.222 0.1018D275430.71635 1.3523 22.223

30 | 1.0195 1.0746 1.1448 1.2028 1.1110 30.446 22.5/874 20.492 22.222 0.04835270730.72628 1.3668 22.223

50 | 1.0194 1.0746 1.1448 1.2029 1.1110 30.156 22.58B966 20.479 22.222 0.0484127094 0.72667 1.3674 22.223

70 | 1.0194 1.0746 1.1448 1.2029 1.1110 30.096 22.58B963 20.473 22.222 0.04842270950.72672 1.3674 22.223
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A partir destes dados, pode-se observar, claramastelevadas taxas de convergéncia
para as funcdes selecionadas, obtidas com a aleonddg transformada integral (GITT). Os
seguintes comentarios, pautados nessas tabelas;guhr variavel e para os diferentes valores de

Reynolds magnético, sao efetuados a seguir.

» Para o caso da componente longitudinal da veloeidadcetro do canald), observa-se
uma elevada taxa de convergéncia, ocorrendo para 10, no terceiro algarismo
significativo, para os diversos valoresxdao longo do canal, excetuandoxse 0.1, onde

a convergéncia se da pata 30.

« Para o gradiente de velocidade na parede sup%%, = fXZRe}, observa-se uma
y=1

convergéncia mais lentdl & 30) em relacdo ao anterior, ocorrendo somengexzan.2
e no segundo algarismo significativo. De modo geralonvergéncia na entrada do canal
€ mais lenta, devido ao uso do filtro da regido ekcoamento completamente

desenvolvido e da descontinuidade da funcdo cerresgta regido.

 Para a variacdo do valor da fungdo escalar magné (X)}, observa-se uma
R&,

convergéncia parbl = 30, em todas posi¢cées ao longo do canal e neiteralgarismo
significativo. Como para a velocidade, esse po&ntéo envolve gradientes, sendo
ainda avaliado no centro do canal, uma regido de f&eil convergéncia.

6.2. COMPARACAO COM OUTROS RESULTADOS

A Tabela 3 mostra a comparacdo com os resultadiddoskpor diferencas finitas por
Brandt e Gillis (1966) para o comprimento de ergraddrodindmicax.. O comprimento de
entrada hidrodinamico é definido como a distancentiada do canal onde 97% da diferenca
entre o valor da velocidade na linha de centro doak do escoamento completamente

desenvolvido e o valor da velocidade na linha aeroalo canal na entrada € atingido, isto é:

U () = Ug(%,)| = 0.03|u, &) . (0) (5.83)
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Tabela 3 — Comprimento de entrada hidrodinamicax.,, para varias situacdes de escoamento.

Presente Trabalho Sl @ Cillis
Re Ha Ren (1969)
X, c i_adap x5¢
0 --- (10% 2,25 0,5 1 2,26
10 2,146 0,7 1 2,151
0,1 2,140 0,7 1 2,149
1 2,124 0,3 0 2,131
2 10 1,996 0,3 1 2,001
50 1,913 0,1 1 1,890
20 o 1,792
4 10* 1,88 0,7 1 1,90
10 10* 1,15 0,7 1 1,18
10 0,72 0,8 1/0 0,78
- 1 0,67 0,7 0
10 0,52 0,5 0
50 0,50 0,1 0
0 - (10% 18,28 0,1 1 18,23
200 2 10* 17,40 0,09 0/1
2 1 17,41 0,2 1/0 17,32
0 --- (10% 44,9 0,1 1 44,8
500 .
2 10 42,67 0,1 0

Devido a diferenca entre os grupos adimensionaiprégente trabalho e os do trabalho de Brandt e
Gillis (1969), a relacdo para o comprimento de eda entre os dois trabalhos», = 2x, = xC.

Um exame dessa tabela revela a consisténcia gokados obtidos para o comprimento
de entrada hidrodindmica, como definido por BrargtlGillis (1969), com a presente
metodologia. Todos os resultados obtidos com oeptesmétodo apresentam erro relativo
inferior & 2,5%. As pequenas diferencas apontadaslmela se devem ao desconhecimento e
diferencas das malhas numéricas empregadas pdiaesauAdicionalmente, deve-se ter em
mente que, para se garantir uma precisdo de maésicomo visualizados em alguns resultados
disponibilizados pelos autores sob comparacao,-sevieabalhar com uma malha numeérica
uniforme extremamente fina, cuja discretizagéo rgarasta preciséo, situacdo certamente nao

empregada pelos autores.
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Agora, para se mostrar visualmente a performance cddigo computacional
desenvolvido, comparacdes sao realizadas, inicidbnepara o caso de escoamento nao

magnetohidrodinamicos$i@ = 0) para diferentes numeros de Reynolds.

As Figuras 6.1, e 6.2 ilustram estas comparacoestrado o desenvolvimento da
velocidade longitudinal ao longo do canal p&a = 20 e Re = 500, respectivamente.
Adicionalmente, para se perceber melhor a disté@&@atrada do canal para a qual a regido de
escoamento completamente desenvolvida é alcangagerfil de velocidade para a posicdo

X — oo (X = 500) € também visualizada.

Re=20, Ha=0

O  Brandt & Gillis (1966) - FDM
—— Presente Trabalho - GITT

u(x,y)

Figura 6.1: Desenvolvimento do perfil da componente longitudinal da velocidade, para Ha = 0 e Re = 20.

Re =500, Ha=0

O Brandt & Gillis (1966) - FDM
—— Presente Trabalho - GITT

1.0
09
08
07
06
y 05 x=10] |y > e
04

0.3 —

0.2 —

0.1 —

0.0 —

u(x, y)

Figura 6.2: Desenvolvimento do perfil da componente longitudinal da velocidade, para Ha = 0 e Re = 500.
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Estas figuras mostram o forte efeito do nimero dgnBlds no desenvolvimento do
escoamento ao longo do eixo do canal. Quanto mfaioro niumero de Reynolds, mais
“achatado” € o perfil da componente longitudinal \ddocidade, fazendo com que, como

esperado, o gradiente de velocidade na paredensdéj@amais elevado.

Agora, a influéncia da presenca de um campo magnéobre o escoamento €
comparada na Fig. 6.3, onde € ilustrado o compeméndo perfil da componente de
velocidade, ao longo do eixg para a situacdo em qRe= 20,Ha = 20 eRg, = 10*. Para essa
ordem de grandeza do numero de Reynolds magn®igp<{< 1), € esperado, como se vera
mais adiante, que ndo haja interagcdo do escoansebte o0 campo magnético imposto, mas

apenas do campo magnético sobre o escoamento.

Re =20, Ha =20, Re, =10+

O  Brandt & Gillis (1966) - FDM
—— Presente Trabalho - GITT

09
0.8 .
0.7 u
0.6 J
y 05 —- x=0,4(

0.4 —

0.5 1

u(x,y)

Figura 6.3: Desenvolvimento do perfil da componente longitudinal da velocidade, para Ha = 20, Re = 20 e Re,,=1 0*.

Como nas figuras anteriores, os resultados nunsdeoreferéncia de comparacdo séo
reproduzidos com o uso da presente metodologian Alé comportamento numeérico, uma
comparacao entre os resultados das Figs. 6.1ap6r8am a grande influéncia que o nimero de
Hartmann exerce sobre o escoamento. A caractaripicabdlica do escoamento na regido
completamente desenvolvida é perdida quando o mideHartmann € elevado. Os perfis de
velocidade ao longo do canal devem ser tornar raeisatados, parecendo perfis de um

escoamento turbulento, a medida que o niumero dendlian vai crescendo.
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Para estudar um pouco melhor este comportamentameém como forma de se
comparar mais ainda os resultados hibridos do pes@&balho com os resultados numéricos de
Brandtl e Gillis (1969), a Fig. 6.4. ilustra a avgdio da velocidade ao longo da linha central do
canal, para diferentes valores dos numeros de ldartmPor outro lado, as Figs. (6.5 e 6.5)
ilustram a evolucdo dessa velocidade para difeserstiores do nimero de Reynolds magnético.

A Fig. 6.4 ilustra o desenvolvimento paRe = 20, Re, = 10* e diferentes valores de
HartmannHa = 2, 4, 10 e 20. Duas curvas extras sdo mostraaldigura, para observacéo de
dois casos limites: a) valor baixo para o nimer&dgnolds e valor elevado para o numero de
Reynolds magnéticoRe = 20, Ha = 2 eReg, = 50) e, b) valor elevado para o nimero de
Reynolds e valor baixo para o numero de Reynoldmgtaco Re= 200,Ha =2 eRg, = 1).

Como em todas as situacdes analisadas, os resultdliddos obtidos reproduzem os dados
numeéricos da referéncia empregada para comparpgéotodas as faixas de pardmetros adimensionais
analisadosUm exame mais detalhado na Fig. 6.4 revela um fendndeovershootingna
velocidade na linha de centro canal, isto é, ornvdéssa variavel é maior do que o seu valor na
regido completamente desenvolvida, em algumas Gessigxiais proximas a entrada do canal

guando o numero de Hartmann é elevadio > 10).

Re =20, Rey, = 1074

e =20, Ha =2, Rem = 50

Brandt & Gillis (1966) - FDM

-~
32 Ha=10
= | ~ Q.0
12 a _.Q__,O—-
1.1 ¥ Ha =20
1.0 = I T T
0 02 04 0.6 08 1 12 14

Figura 6.4: Desenvolvimento da componente longitudinal da velocidade ao longo da linha central do canal para Re = 20,
Rem = 10 e diversos valores de Ha. A curva tracejada é para Re = 20, Ha = 2 e Rem = 50. A curva de trago-ponto é para
Re =200, Ha =2 e Rem = 1.

A Figura 6.5 ilustrao desenvolvimento da velocidade na linha de cesidr@anal como
funcdo do nimero de Reynolds magnétiBa,(= 10% 10, 50 ex). Conforme indicado por
Brandtl e Gillis (1969), a curva para a qi&a, — o foi obtida fazendo-skla = 0 nos calculos.

A linha tracejada horizontal € ilustrada como m@feia para o valor da velocidade na linha de

centro do canal na regido de escoamento completardesenvolvida, onde = 1,476246.
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1.50

149 —
‘Q 148 7 Hartmann Flow
N~ uc(x) = 1,476246
S 474

O Brandt & Gillis (1966) - FDM
l 46 7 — Presente Trabalho - GITT
145 T T T 1 T 1 1 T 1 T 1 T 1 1
0 05 1 1.5 2 25 3 35 -+ 45 5

Figura 6.5: Desenvolvimento da componente longitudinal da velocidade ao longo da linha central do canal para Re = 20,
Ha = 2 e diversos valores de Re,,. A curva que marca Re,, — o é parar Ha = 0.

A comparacao entre os resultados continua mostrandrcelente aderéncia entre os
resultados numéricos e hibridos. Os resultadosadapsa demonstram a existéncia, também,
do fenbmeno devershootingda velocidade na linha de centro do canal em ueterrdinada
regido do escoamento, para valores crescentesnderaie Reynolds magnético.

Percebe-se ainda, que, para posi¢des suficienterdestntes da entrada do canal, com
excecdo do caso em gtia = 0, o valor da velocidade no centro do canal eoye para um
anico valor (I = 1,476246), independente &=, No entanto, quanto maior € o niamero de
Reynolds magnético, mais distante da entrada dal éao ponto de convergéncia. Estes valores
também corroboram com os resultados encontradoBraordt e Gillis (1966). A Figura 6.6

ratifica esse comportamento.

1.50
Re,, — o (Ha=0)
149 —
Re,, =50
148 —
o Hartmann Flow
35 u(x) = 1,476246
S 1474
; Brandt & Gillis (1966) - FDM
146 ——  Presente Trabalho - GITT
()
145 T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25

X

Figura 6.6: Figura que mostra a convergéncia para um unico valor de u,, para diversos valores do niumero de Reynolds
magnético, indicando que se o Re,, cresce, o ponto de convergéncia se distancia da entrada do canal.
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Finalmente, o comportamento do desenvolvimentoasopo magnético é comparado na
Fig. 6.7 através da variacdo do valor da funcaalasenagnética (entre a parede superior e a
linha de centro do canal), em relacdo ao numerBeaiaolds magnético. A razao ilustrada na

figura, 48(x)/Re,, € uma normalizagdo dep(x), feita para melhor visualizagdo gréfica desse

potencial. As curvas foram obtidas para as sitm@e queRe = 20, Ha = 2 e diferentes
nimeros de Reynolds magnétid®ef = 10*, 1, 10 e 50). Uma curva adicional p&a= 200,
Ha =2 eRg, = 1 € disponibilizada para se gerar uma comparagéada dos resultados entre o

numero de Reynolds e o numero de Reynolds magngdieoa funcéo escalar magnética.

Hartmann
o

5 Re, =1
& 004 Re,, =10~
= Re=20, Ha=2
5 -1 O Brandt & Gillis (1966) - FDM
% . } Presente Trabalho - GITT
0.02
0.00

Figura 6.7: Desenvolvimento da fun¢do escalar magnética (normalizada por Re,,) na linha central do canal. As linhas cheias sdo
para Re = 20, Ha = 2 e diversos valores de Re,,. A linha tracejada é para Re =200, Ha =2 e Re,, = 1.

O comportamento obtido para esse potencial é rapidal com o presente método de
solucéo para todas as, menos uma, situacdes easudslresultados encontrados com a técnica
da transformada integral superestimam os valor@sérnioos encontrados para a situacao de

maior nimero de Reynolds magnétiRa{ = 50).

Poder-se-ia, a principio, criticar os valores nuooér de Brandt e Gillis (1969) por se
tratar de uma situacédo de mais dificil convergéaale forte acoplamento entre os campos, uma
vez que os resultados obtidos para a velocidadeento do canal da Fig. 6.6, para a mesma
situacéo estudada, apresentam concordancia. Not@ntema vez que esse valor de niumero de
Reynolds magnético é elevado, governando a equagéidescreve o comportamento da funcéo
escalar magnética, pode-se atribuir a diferencadasolucdo dessa equacdo pelo presente

método. Assim, sugere-se a realizacao de andlisssaprofundadas sobre esse comportamento.
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6.3. ANALISE DO ACOPLAMENTO MAGNETOHIDRODINAMICO

Nesta secéo, faz-se uma analise de caracteridbsasampos magnético e de velocidade,
bem como da densidade de corrente e da forca @mtzompara diversos valores dos parametros
inerentes ao acoplamento entre os estes canip®sH@, Re,). Para que a influéncia dos
parametros fique devidamente evidenciada, os @s<ifiserdo superpostos em grupos,

classificados através da analise de influéncieada parametro, individualmente.

O numero de Reynoldfe é dado pela razdo entre as forcas de inércia fergas
viscosas, assim, a medida dre cresce, as forcas de inércia tornam-se maioresasg|dercas
viscosas e o perfil de velocidade torna-se maiatado ao longo das secdes transversais de um
canal. O numero de Hartmara, é o parametro adimensional que governa o comperts
do escoamento em relacéo as forcas impostas pelpocanagnético. Assim, quanto maior for o
namero de Hartmann, mais intensas serdo as forggeéticas sobre o escoamento. Por outro
lado, o numero de Reynolds magnétiRe,, € o parametro que governa o comportamento do
campo magnético frente as forcas advectivas daesmato. Assim, quanto maior for o nimero

de Reynolds magnético, mais “arrastadas/advectagadd as linhas de campo magnético.

a) Influéncia do Numero de ReynoldsRe

A Figura 6.8 ilustra a influéncia do numero de Raga sobre o desenvolvimento do
escoamento para uma situacdo de escoamento naocetotdagrodinamico la = 0). Os
resultados sdo os mesmos das Fig. 6.1 e 6.2, antenb comportamento € ilustrado de maneira
mais direta, uma vez que as duas curvas (para iessndmeros de Reynolds) sédo plotadas

simultaneamente para cada posic¢ao longitudinal.

1.0 =
0.8 —
0.6 =

0.4 —

u(x,y)

Figura 6.8: Desenvolvimento do perfil da componente longitudinal da velocidade, para Ha = 0, Re = 20 e Re = 500.
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Percebe-se, claramente, que a regido de escoanmnpbetamente desenvolvida é mais
rapidamente alcangcada para numeros de ReynoldsresefRd] 1 paraRe = 20,x > 10, para
Re = 500). Isto indica que as forcas viscosas sas m#&nsas, de maneira que os efeitos das
forcas de atrito sdo mais rapidamente percebidasntvo do canal, e um menor comprimento

ao longo do canal é necessario para se atinggiareompletamente desenvolvida.

Outra caracteristica interessante, que pode sdncaels desta figura, € o ja bem
conhecido perfil em forma de “M” (concavidade) paraomponente longitudinal da velocidade
na entrada do canal, especialmente para numerd3egeolds elevados. Este efeito ndo é
observado em resultados de formulacdo em camada,liima vez que ela negligencia o termo
das forcas viscosas (difusdo axial). Estes terndosassociados a um gradiente de pressao
negativo que se estabelece perto da regido dagyaeduma zona de pressao positiva na regido
perto da linha centraly(= 0.5), de modo que, o escoamento perto da lidmrad ndo é
imediatamente acelerado em&rshootsle velocidade sédo formados (Sparedval, 1964).

Observe-se, também, que na regido de escoamenfdetamente desenvolvida—{oo,
curvas em azul), os perfis de velocidade (parabg)ipara os diferentes nimeros de Reynolds
sao idénticos (as duas curvas colapsam uma sairtag, indicando a independéncia do perfil
sobre esse parametro naquela regido. Esse compaottase deve aos grupos adimensionais

empregados.

Finalmente, uma vez quda = 0, ndo ha acoplamento entre os campos, tampuieo
existe nenhum comportamento associado ao campoétagnA Figura 6.9 comprova essa
auséncia, confirmando a nulidade dos valores dsidizite de correntd;, e das componentes da

forca de Lorentzk, e Fy, ao longo do canal.

-~ 1x=0,02 x=0,05 x=0,1 x=0,2 x=0,5 x=1 x=2 X

Il
IS
X
8

J(xp), Fo(x,9), F(x,)

Figura 6.9: Densidade de corrente nula para diversos valores da posigdo ao longo do canal, no caso em que Hd = 0.
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Por outro lado, quando o nimero de Hartmann éetife de zero, o acoplamento passa a
ocorrer, de maneira que o escoamento é afetadac@elpo magnético. Se, em adi¢do, o numero
de Reynolds magnético € de ordem maior que umpplamento passa a se dar também nas

duas direcbes, isto €, 0 campo magnético tambésa paser afetado pelo escoamento.

Assim, a partir deste ponto, sdo mostrados corguk® figuras gque mostram 0s
comportamentos das intensidades da componentéudimgil e vertical da velocidade € V), da
funcdo escalar magnéticg)( das componentes do campo magnétioe(B,), da densidade de
corrente J,) e, das componentes da for¢ca de LoreRi2(F,). Mais uma vez, apenas a situagao

de medidor de vazdo magnetohidrodinamiEn= - Ha) é considerada no presente trabalho.

Para pequenos valores dos numeros de HartmanrReytwlds magnético, ndo ha um
acoplamento substancial e a variacdo do numeroeyadRls ndo afeta as componentes do
campo magnético. As Figs. 6.10 e 6.11 ilustrampeeivamente, o desenvolvimento das
componentes horizontal e vertical do campo magméiiclongo do canal para diferentes valores
do nimero de ReynoldsHa = 2 eRe, = 10*, mostrando que o nimero de Reynolds n&o afeta o
campo magnético, isto €, que ndo ha componenteigalye campo magnético na diregdo
B; = 0, e que a componente vertical permanece cdestarinterior do canaB, = 2.

Por outro lado, como o escoamenice(/) é afetado pelo nimero de Reynolds (Fig. 6.12
e 6.13), todas as variaveis dependentes do esctmn#ersaber]), e F, serdo afetadas. A
componente vertical da forca de Lorent)(sera nula, neste caso, uma vez que ela é
diretamente relacionada a componente horizont@ladgpo magnéticd3;. As Figs. 6.14 a 6.16
ilustram o comportamento do desenvolvimento daidads de corrente e das componentes

vertical e longitudinal das for¢as de Lorentz, ez$fyamente, como funcéo &e

Ha=2, Re, =10+

0.8 -
0.6 -
y 4 x=0,02 x=0,05 x=0,1 x=0,2 x=0,5 x=1 X=2 x=4 X —
0.4 -

0.2 -

0.0 <~ r~rrv1 1 Frr 11 rrrv1 rrrv1 rt 1 [T 1 Fv 11 rrr—
5 0 55 60 55 0 5-5 0 5-5 0 5-5 0 550 550 5-5 0 5

B,(x,y)

Figura 6.10: Desenvolvimento da componente horizontal do campo magnético, para Ha = 2, Re,,= 10%e diferentes Re.
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—— Re=500 === Re=200 === Re=20
l 1 1 l I 1 1 | 1 L l I L 1 l l 1 1 l I 1 1 I I 1 1 I | 1 L l I L 1 l
x=0,02 x=0,05 x=0,1 x=0,2 x=0,5 x=1 x=2 x=4 X — o
' T L) l I L) L} l L} T l I T L} ' l L] T l I T L) I I L) L} I l L] T l I T L) l
1 2 3 1 2 | 2 3 1 2 3 1 2 31 2 3 1 2 3 1 31 3

B,(x,y)

Figura 6.11: Desenvolvimento da componente vertical do campo magnético, para Ha = 2, Re,,,= 10%e diferentes Re.

Ha=2, Re,=10"*

0 05 1

0 05 1 0 05 1 0 05 1

u(x, y)

0 05

0 05

Figura 6.12: Desenvolvimento da componente longitudinal da velocidade, para Ha = 2, Re,,,le'4 e diferentes Re.

Ha=2, Re, =10"

X —> ®©
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-02 0 02-02 0 02-02 0 02-02 0 02-02 0 02-02 0 02-02 0 02-02 0 02-02 0 02

v(x, y)

Figura 6.13: Desenvolvimento da componente vertical de velocidade, para Ha = 2, Re,,,=10’4 e diferentes Re.
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Ha=2, Re,=10*

L x=0,02 x=0,05 x=0,1

b A

0.2 i ]
0- rrrﬁé =
2 -1 02 -1 02 -1 0-22 -1 0-22 -1 0=-2 -1 0

J(x, )

Figura 6.14: Desenvolvimento da densidade de corrente, para Ha = 2, Re,,,le'4 e diferentes Re.
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Figura 6.15: Desenvolvimento da componente vertical da forga de Lorentz, para Ha = 2, Rem:10'4 e diferentes Re.
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Figura 6.16: Desenvolvimento da componente vertical da forga de Lorentz, para Ha = 2, Rem:10'4 e diferentes Re.
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b) Influéncia do Numero de Hartmann,Ha

A influéncia do numero de Hartmann sobre o desemweinto do escoamento é agora
ilustrada. Para se avaliar a influéncia cruzadandmero de Reynolds magnético, seréo
empregados dois valores para esse paraniRgo=10* e Re, = 50). Tomou-se o valdke= 20
para o numero de Reynolds e trés valores para enmide HartmannHa = 2, 10 e 20) para se

investigar a sua influéncia sobre o campo de eseom

b.1) Ren << 1 Ren = 10%

Para pequenos valores do numero de Reynolds megnétdo ha alteracdo das
intensidades das componentes do campo magnétidgafp@ncia do escoamento. O nimero de
Hartmann faz com que o perfil de velocidade segtadb pelo campo externo e o perfil torna-se
mais empistonadqlug-flow, para valores mais elevados deste parametro. Nstarde, para
qgualquer que seja o valor dda (2, 10 ou 20), o escoamento torna-se completamente
desenvolvido para = 1. A Fig. 6.17 mostra o comportamento da comp@némgitudinal da
velocidade, confirmando o comentéario acima solperéil de velocidade. A Fig. 6.18 representa
o comportamento da componente vertical da veloeidatbstrando que, de fato, a partir de
x=1, o valor des é praticamente nulo, confirmando o escoamento eamente desenvolvido.
Ja as Figs. 6.19 e 6.20 mostram, respectivamentdesenvolvimento das componentes
horizontal e vertical do campo magnético, ratifdimnque o campo nao € afetado pelo

escoamento, independentemente do valdtale

Re=20, Re, =10+
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Figura 6.17: Desenvolvimento da componente longitudinal de velocidade, para Re = 20, Re,,,=10'4 e diferentes Ha.
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Re=20, Re,=10"
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Figura 6.18: Desenvolvimento da componente vertical velocidade, para Re = 20, Re,,,le'4 e diferentes Ha.
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Figura 6.19: Desenvolvimento da componente horizontal do campo magnético, para Re = 20, Re,= 107%e diferentes Ha.
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Figura 6.20: Desenvolvimento da componente vertical do campo magnético, para Re = 20, Re,,,= 10%e diferentes Ha.
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Observa assim, dessas figuras, que, para baixosrosirde Reynolds magnéticos, uma
vez que ndo ha geracdo de um campo magnético dojuas componentes se manterdo

constanteg,e., By(x,y) = 0 eBy(x,y) = Ha.

E importante salientar que, se as componeutesv da velocidade sdo afetadas por
alteracbes no numero de Hartmann, as demais veride@pendentes do escoamento, a sdper,

Fx serdo afetadas. Observando o comportamentl, @, nas Figuras 6.21 e 6.22, vé-se um

comportamento enantiomorfo, justificado pela emﬁesadimensional,Fx:—RiJZBZ, da
e

componente horizontal da for¢a de Lorentz voluroat(vista na Eq. 4.17). Mais explicitamente,

comoB,= Ha eRe= 20, entdoF, =- ‘]Zzga.
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Figura 6.21: Desenvolvimento da densidade de corrente, para Re = 20, Re,,= 107 e diferentes Ha.

Re =20, Re, =104

Ha=2
1.0 5 Y‘__ j—— :
0.8 - i i
0.6 - :
- x=10,02 x=0,05 =2
y i
04 b
]
0.2 < t
0.0 = Jhlﬂﬁﬂ ;

0 10 200 10 200 10 200 10 200 10 20 0 10 20 0 10 20
F Lor_.\'(x sy )

Figura 6.22: Desenvolvimento da componente horizontal da forga de Lorentz, para Re = 20, Re,,,= 10%e diferentes Ha.
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A componente vertical da for¢a de Lorenfg)( vista na Fig. 6.23, sera nula, uma vez
gue ela é diretamente relacionada a componentezombai do campo magnético por,
F, =J,B/Re(vide Eq. 4.18), corB, = constante = 0.
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Figura 6.23: Desenvolvimento da componente vertical da forga de Lorentz, para Re = 20, Re,,= 10%e diferentes Ha.

b.2) Rem >> 1 Re,, = 50)

Para valores elevados do numero de Reynolds magneéhiserva-se que as componentes
do campo magnéticd( e B,;) passam a ser afetadas pelo escoamento (ha gelecéo campo
magnético induzido), como era de se esperar, n®@gomponentes de velocidade € V),
analisadas para a condicdo em &es= 20, para os casos indicados na sec¢bes (b) @do),
sofrem substancial alteracéo, exceto por variagdesgimero de Hartmann, como ja comentado.

A Fig. 6.24, comparada com a Fig. 6.17, mostraa@udesenvolvimento da componente
longitudinal da velocidadeu) quase nao € afetada pelo nimero de Reynolds t@mné
excetuando-se que o perfil, mais empistonado Haralevados, demora mais a se desenvolver
por completo, ocorrendo paxa> 2. Observa-se, também, que a velocidade no cdotanal
sofre um ligeircovershoaotnas proximidades de= 0.5 Ha = 20).

A Fig. 6.25, mostra o desenvolvimento da componemeical da velocidadev),
indicando, também, que o aumento do numero de Risnmagnético nao altera,
substancialmente, o desenvolvimento desta comp®reeném uma rapida comparacdo com a
Figura 6.18, percebe-se tal afirmacao. Nota-selaaigue um aumento no numero de Hartmann
faz com que esta componente se anule mais rapidansgiguanto o escoamento vai se
desenvolvendo ao longo do canal. Em uma regidoonmuiixima a entrada do canaéla tem

pouco efeito sobre essa componente.
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Re =20, Re, =50
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Figura 6.24: Desenvolvimento da componente longitudinal da velocidade, para Re = 20, Re,,=50 e diferentes Ha.

Re=20, Re, =50

INNLI LA R L BN B LA LA B L L B HL N DL B LN DL |
-02 0 02-02 0 02-02 0 02-02 0 02-02 0 02-02 0 02-02 0 02-02 0 02-02 0 02

v(x,y)

Figura 6.25: Desenvolvimento da componente vertical da velocidade, para Re = 20, Re,,=50 e diferentes Ha.

As Figuras 6.26 e 6.27, representam, respectivianen desenvolvimento das
componentes horizontal e vertical do campo magnétieste caso, conig, torna-se elevado,
0 escoamento passa a afetar, claramente, o canpeética. As Fig. 6.26 e 6.27 mostram que
as componentes horizont#] e vertical B,) comecam a sofrer variacdes na entrada do canal e
nas proximidades das placas, inferior e superiade® gradiente de velocidade é mais intenso e,

portanto, onde as variacdes de velocidade afetamintensamente o campo.
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Re =20, Re, =50
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Figura 6.26: Desenvolvimento da componente horizontal do campo magnético, para Re = 20, Re,,=50 e diferentes Ha.
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Figura 6.27: Desenvolvimento da componente vertical do campo magnético, para Re = 20, Re,,=50 e diferentes Ha.

Estas figuras reiteram que, quarkig, € elevado, numeros de Hartmann maiores indicam
uma influéncia maior do escoamento sobre o cammopando variacbes mais acentuadas
nestas componentes. Saliente-se, em concomitague, devido a simetria dos perfis, a
componente horizontal do campo magnético assumer vallo no eixo central do canal
(B1(x, 0.5) = 0), para qualquer posi¢céo ao longo do mesrmara qualquer situacéo, anterior e
posteriormente citadas, indicando um valor miniradrdensidade do campo magnético total e
uma inflexdo das linhas de campo (em situacéesumB gvaria), uma vez que os valoresRle

passam de positivo para negativo.
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Na Figura 6.28, € mostrado o comportamento da dedside corrente, paRa, = 50,
Re= 20 e diversos valores do numero de Hartmann. tiongparacdo desta figura com a Fig.

6.21, dada parRe,= 10* Re= 20 e diversos valores dig, indica uma profunda semelhanca

entre as mesmas. Esta coincidéncia esta assomafidoade que, comd, = E,+ uB, - VB,

ondekE; é constanteH, = -Ha: condicdo de medidor de vazéo, analisado no peseiialho),
0s comportamentos dee v sdo muito semelhantes aosRig = 10 e, quando observa-se uma
substancial diferenca no comportamentoBgdelem relacdo ao caso d&e=10%, os valores
assumidos porv sdo muito pequenos para que variagbes no termopossam afetar o

comportamento dé&.

Re =20, Re,, =50
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Figura 6.28: Desenvolvimento da densidade de corrente, para Re = 20, Re,,=50 e diferentes Ha.

Analisando a forca de Lorentz, observa-se, na &209, que a componente horizontal

(F = —iJZBZ) ndo sofre alteragdes relevantes, uma vezlge®,, também néo sofrem. J4 a

“  Re
componente verticalR, :RiJzBl) sofre uma forte alteragdo em seu comportamenta, ez
e

gue, para elevados numeros B&, as linhas de campo sdo arrastadas/advectadas pelo
escoamento e a componenB, sofre variagbes muito elevadas, principalmentea par
escoamento completamente desenvolvido, provocassimao comportamento referendado na
Fig. 6.30. Observe-se, ainda, que quanto maiomeentl de Hartmann, maiores sdo os médulos
dos valores assumidos, localmente, pelas compodarfirca de Lorentz, afetando, assim, mais
intensamente 0 escoamento. Isto justifica o fatguke a forgca de Lorentz se torna bem maior

gue as forgas viscosas, pataelevados.
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Figura 6.29: Desenvolvimento da componente horizontal da forga de Lorentz, para Re = 20, Re,,,=50 e diferentes Ha.
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Figura 6.30: Desenvolvimento da componente vertical da forca de Lorentz, para Re = 20, Re,,=50 e diferentes Ha.

c) Influéncia do Niumero de Reynolds MagnéticaRen,

A influéncia do nimero de Reynolds magnético sebdesenvolvimento do escoamento
€, por ultimo, ilustrada. Para se avaliar a infti@rcruzada do nimero de Hartmann, seréo
empregados dois valores para esse paranétre ¢ eHa = 20). Tomou-se o vald®e= 20 para
o nimero de Reynolds e trés valores para o ninmeRegnold magnéticdR@, = 10%, 10 e 50)

para se investigar a sua influéncia sobre o caregsdoamento.
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c.l)Ha pequenos Ha=2

Observa-se que, quandtia é pequeno, o perfil de velocidade, visualizadogypalmente
pelo comportamento da componente longitudinal dacisdade, ndo é afetado pelo nimero de
Reynolds magnético. As Figs 6.31 e 6.32 mostram suparposicao de trés curvas,ufe, y)e

V(X, y) para os trés diferentes valoresRi¥g, indicando que elas sao idénticas.
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Figura 6.31: Desenvolvimento da componente longitudinal da velocidade, para Re = 20, Ha = 2 e diferentes Re,,.
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Figura 6.32: Desenvolvimento da componente vertical da velocidade, para Re = 20, Ha = 2 e diferentes Re,,.

O comportamento ilustrado nas figuras anterioréca o fato que, sd¢da é baixo, as
componentes da velocidadedVv) ndo sédo afetadas pelo campo magnético, mesmyalaras

elevados do numero de Reynolds magnético.

Na Fig. 6.33, é possivel confirmar que, ao passR®m) cresce, as linhas de campo,
visualizadas através da fungdo magnética, sdostadas” pelo escoamento, mostrando forte
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acoplamento parRe, = 50 e nenhum acoplamento perceptivel fe@a= 10*. Na entrada do
canal €.g x< 0,2 paraRe,= 10 ), existem inflexdes da func@proximas as placas, inferior e

superior, especialmente p&a, elevados. Nas proximidades da placa infeldg/dy <0 e, nas

proximidades da placa superi@y3/dy >0.

- 1 x=0,02 x=0,05 x=0,1

00~ — — — .
004 04601 04-02  03-04  01-1  -05- 15 - 35 - 7541000 995

Blx,»)

Figura 6.33: Influéncia do numero de Reynolds magnético, para baixos Ha, sobre as linhas de campo magnético, mostradas
através da fungdo escalar magnética (). (Re = 20, Ha = 2 e diferentes Re,,)

Estes comportamentos mostram @jea componente horizontal do campo magnético,
deve assumir, na regido de entrada do canal, galbegativos nas proximidades da placa

inferior e valores positivos nas proximidades dec@lsuperior. Fato visualizavel através da Eq.

(5.2 a), B, =083/0y. E possivel ver, também, que na regido centraagal, para qualquer valor
de x, B/(x0.5)=08/dy=0. Veja o comportamento da componente horizontalcdmpo

magnético na Fig. 6.34, indicando que as variagé®&; sdo mais acentuadas p&a, elevados.
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Figura 6.34: Desenvolvimento da componente horizontal do campo magnético (B;) ao longo do canal, confirmando o
comportamento da fungéo magnética (f3).
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Na Fig. (6.35), observa-se que a componente veda@&@ampo magnético, definida em
fungdo defB , na Equagdo (5.2 b)B, =-083/0x, assume o valor imposto nas condi¢bes de
contorno nas placas3,(x0)= B (x1)=- Ha, sofrendo varia¢cdes ao longo do eixo vertical,
devido ao desenvolvimento da funcdo escalar magnétaté que se torne constante
(B,.(X Y)=—Ha) na parte do escoamento completamente desenvoleidp x = 4 para

Ren,= 10). Observe-se, ainda, a influéncia mais aceata®Re, elevados sobre a intensidade

desta componente e que, valores baixos deste papamie afetam o valor d#.
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Figura 6.35: Desenvolvimento da componente vertical do campo magnético (B,) ao longo do canal, indicando que este valor
sofre variagdes positivas e negativas em linhas verticais e tende, para posi¢coes distantes da entrada do canal, a se estabelecer
em B,=Ha = 2.

Na Fig. 6.36, é viso o comportamento da densidigdeorrente, dada pela Eq. (4.23 b),
J, :(EZ+uB>— v@). Com as condi¢bes de contorno em relgéo as pl@cas a, b, e, f),
u(x,0)=u(xl )= v(xP F v(x1 ¥ 0e tomando qu&z=-Ha=-2, observa-se que, em qualquer
posicéao ao longo do can.J,(x0)= J,(x1)=- Ha=-2. Em relacdo ao eixo vertical, na entrada
do canal, a densidade de corrente se estabeleae megativa nas regides muito proximas as
placas e tem magnitude préxima de zero na maide piar regido central do canal. Para valores
de x= 2, o comportamento se aproxima do completamergendelvido, mostrando que no
centro do canal a densidade de corrente se tosidvpce, nas proximidades das placas, torna-se
negativa. O niumero de Reynolds magnético, quaral@ed, faz com que o estabelecimento da
densidade de corrente, para a regido do completant@senvolvido, seja um pouco mais
demorado em relagdo aos demais valoreRajeespecialmente, em relagdo a regido central do

canal.
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Re=20, Ha=2
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Figura 6.36: Desenvolvimento da densidade de corrente ao longo do canal, mostrando dupla inversdo de sentido na variagdo de

y=0 até y=1, para o escoamento completamente desenvolvido.

Na Fig. 6.37, € mostrado o comportamento da compeniengitudinal da for¢ca de

1

Lorentz volumétrica dada, na forma adimensional, 59:—EJZBZ, Observa-se que, na
e

entrada e na saida do canal, oBdesofre variacdes muito pequenas, o perfiFdéorna-se, em

boa aproximaca

regido central do canak.g 0.2 < x < 1 paraRg, = 10), ondeB;

0, uma imagem do perfildJdeEste fato pode ser justificado pois justamente na

sofre variagdes mais

significantes e, assim, afetaria o perfilljgo valor del,, € praticamente nulo, fazendo com que

Fx seja, também, praticamente nulo nesta regido. Baraemais posicée®, se mostra,

praticamente sem alteracaé,esegue um comportamento quase simétrico ah. de
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Figura 6.37: Desenvolvimento da componente longitudinal da for¢ca de Lorentz volumétrica, para Re=20, Ha=2 e diversos Re,y,.
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Note-se ainda que, para que este comportamente foeebido, a escala ¢ foi
ampliada (15 vezes) em relacdo alde fato desta componente ser pequena é que fagwem
0 escoamento seja pouco, ou quase nada, afetaaldopgh de Lorentz, independentemente de

Ren, uma vez quéla é baixo.
Na Fig. 6.38, € mostrado o comportamento da commeneertical da forca de Lorentz
. . . 1
volumétrica dada, na forma adimensional, IEQV:EJZBL Este comportamento fornece uma
e

leitura, mais imediata, de quevalor médio da componentEy, ao longo de uma linha vertical é
nulo, condizendo com o fato de que a mesma carstitaré observada com a componedie
mostrada na Fig. 6.34. PdR&, mais elevados, observam-se picos de amplitudes etaradas,

pois a component®; também é afetada mais intensamente conforme gtéoanteriormente.
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Figura 6.38: Desenvolvimento da componente vertical da forca de Lorentz volumétrica, para Re=20, Ha=2 e diversos Re,,.

c.2)Haelevados Ha = 20

Neste ponto, serdo observadas tanto variacdesmmpocanagnético, devido a nimero de
Reynolds magnético elevados, como varia¢cdes no eaatapvelocidade, devido ao crescimento
do nimero de Hartmann. O crescimento deste Ultam@dm que o perfil de velocidade torne-se
mais empistonado devido a acdo mais intensa do@anagnético. Este comportamento pode
ser visto na Fig. 6.39 e comparado com a Fig. A3deculiaridade devershootemx = 0.5, ja

foi comentada na Fig. 6.24.



139

Re=20, Ha=20

—— Re, =50
1.0 4 ﬁ
0.8 -
0.6 -
y E x=0,02 X —> o
0.4 -
0.2
0.0 ~
0O 05 1 0 05 1 0 05 1 O 05 1 O 05 1 O O5 1 O O5 1 O O5 1 O 05 1
u(x,y)

Figura 6.39: Desenvolvimento da componente longitudinal da velocidade, para Re = 20, Ha = 20 e diferentes Re,,.

A Fig. 6.40 mostra o desenvolvimento da componeettical da velocidade e, em
comparacao com a Fig. 6.32, mostra que, com o @ondennimero de Hartmann, o nimero de
Reynolds magnético também comeca a fazer maioefedicando que o escoamento demora
mais a se desenvolver paRs, elevados, confirmando uma interagcdo mais fortegeent

escoamento e 0 campo magnético.
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Figura 6.40: Desenvolvimento da componente vertical da velocidade, para Re = 20, Ha = 20 e diferentes Re,,.

A Figura 6.41 mostra o comportamento da funcéo lasaamagnética §) e, em
comparacdo com a Fig. 6.33, ratifica que o aumeietonimero de Hartmann intensifica o
acoplamento entre os campéfa(e Re, elevados), fazendo com que as linhas de campmseja
arrastadas mais intensamente pelo escoamentogstdéas das figuras). Perceba-se, como ja foi

dito, que parde, baixos ndo se observa influéncia do escoamente sotampo.
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Figura 6.41: Influéncia do nimero de Reynolds magnético, para altos Ha, sobre as linhas de campo magnético, mostradas
através da fungdo escalar magnética (f3). (Re = 20, Ha = 20 e diferentes Re,y,).

As Figuras 6.42 e 6.43 representam 0 comportamagamsocomponente®; e B,, do

campo magnético.

Re=20, Ha=20

— Re,=50 === Re,, =10  -eeeeee Re,, =10

1.0 = | I .| Lgi—l_l

0.8 -

0.6 -

- 4 x=0,02 x=0,05 x=0,1
0.4 -
0.2
4 s 3 B ; ;
0.0 - 1T [_Td_ﬂ r~r - rrr
20 0 20-20 0 20-20 0 20-20 0 20-20 0 20-20 0 20-20 0 20-20 0 20-20 0 20

B(x,y)

Figura 6.42: Desenvolvimento da componente horizontal do campo magnético, para Re = 20, Ha = 20 e diferentes Re,,.
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Figura 6.43: Desenvolvimento da componente vertical do campo magnético, para Re = 20, Ha = 20 e diferentes Re,,.
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O que se observa, em respectiva comparacdo congaséi34 e 6.35, € que, como ja
mencionado, 0 aumento do numero de Hartmann toatplamento mais forte e, embora com
perfis semelhantes, observando as escalas, véasmanente, que os valores absolutos maximos
de B; e B,, sdo muito maiores quandta = 20. O aumento do nimero de Reynolds magnético
faz com que, em qualquer caso, o completo desamwio do campo magnético se dé em
posicdes cada vez mais distantes da entrada db cana

Para a Figura 6.44, que representa a densidacierdmte se desenvolvendo ao longo do
canal, observam-se amplitudes de variacdo maiaresag apresentadas na Fig. 6.36, pelas
mesmas razoes supracitadas mas, faz-se importasgevar que, nas placas inferior e superior,
ondeu=v=0, tem-seJ, = E, = -Ha = -20.

Ainda, para perceber a quase nulidadeldea regido central do canal, observe gue

assume valores muito pequenes ), o valor médio d&; € -Ha, u= 1 e o valor médio dB; é

Ha. Assim, seJ_ =(E,+uB - vB), em boa aproximacao, ela é nula na regido cesrabnal.
z Z

Devido a escala adotada nesta figura, ndo se @eag inflexdes, na linha central do canal,

causadas por variagbesBleobservadas na Fig. 6.36.
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Figura 6.44: Desenvolvimento da densidade de corrente, para Re = 20, Ha = 20 e diferentes Re,,,.

Nas Figuras 6.45 e 6.46, mostram-se, respectivi@ners comportamentos das
componentes horizontalF{ e vertical F,) da forca de Lorentz volumétrica. Como

F. =-J,B,/ Re o comportamento segue o enantiomorfismo em relagiensidade de corrente,
conforme visto, também, anteriormente. Para a coege vertical,F, = J,B /Re, 0 aumento

do numero déHa, ndo altera o valor médio dg = 0, mas gera picos mais acentuados para a
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oscilacéo do valor desta componente ao longo dowaxical, confirmando o forte acoplamento
entre 0 escoamento e o campo. Note-se ainda quo& $oe B; tém sinais opostos na placa
superior e sinais iguais na placa inferigy,tem sentidos contrarios nestas posicoes, justament
ondeJ, sofre variagBes mais significativas, uma vez qamo ja comentadd; é muito pequeno

na regido central do canal e faz com Bytambém seja.
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Figura 6.45: Desenvolvimento da componente horizontal da forga de Lorentz, para Re = 20, Ha = 20 e diferentes Re,,.
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Figura 6.46: Desenvolvimento da componente vertical da forga de Lorentz, para Re = 20, Ha = 20 e diferentes Re,,.
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7. CONCLUSOES E SUGESTOES

7.1. CONCLUSOES

Neste trabalho, foi estudada a analise da interagitaa escoamento/campo magnético
gue se desenvolve no interior de um canal de plgleasis e paralelas ao se aplicar um campo
magnético externo transversal. Quando o fluido,trielemente condutor, newtoniano,
incompressivel entra no canal sob um perfil qualgigevelocidade, tem seu desenvolvimento
natural no interior do canal afetado pelo campométigo aplicado (devido a forca de Lorentz).
Como correntes elétricas sdo induzidas no inteldoescoamento, campos magnéticos também
sdo induzidos e superpostos aquele externamemtadqpl Esse efeito modifica, dinamicamente,
0 campo magnético externo, observando-se, entéioteeacdo acoplada de duas vias. A
formulacdo bidimensional, na forma completa dasaeges de Navier-Stokes, em termos de
uma funcédo escalar para o campo de velocidadel|aalagpas equacdes de transporte do campo
magneético, em termos de uma funcéo escalar pasmpa magnético, foi empregada e assim
foram encontradas as solucdes das equacdes dearaeopb entre ambos os campos. Deste
ponto, como uma solucdo hibrida (numérico-ana)itsetia minimamente desejavel, aplicou-se
a, ja bem fundamentada, técnica da transformadmradt generalizada (GITT) que, com o0
auxilio de técnicas de aproximacdo numericas eagrag desenvolvimento de computadores de
alta velocidade de processamento e de grande dapactle armazenamento de dados, torna-se
uma ferramenta atraente na solugéo de certas sldssmjuacoes da fisica-matemética.

As analises de convergéncia das séries/expansdesreuiesentam 0s campos de
velocidade, o campo magnético e de outros parameissociadas foram desenvolvidas,
demonstrando assim, o quéo eficaz e apropriad&lé@ B para finalidades debenchmarking
O procedimento de filtragem dos campos, aplicadsgaaces de governo, mostra-se como uma
ferramenta catalisadora do processo de convergétemdo em vista que, dependendo da
quantidade de varidveis associadas ao filtro, hg@es dos campos na regido completamente
desenvolvida sdo automaticamente recuperadas pedemos, caracterizando-se assim como

uma vantagem adicional associada ao tipo de metgidodmpregada.

Os resultados e figuras aqui mostrados sdo validdeaim resultados numéricos e graficos
de outros autores. Isto mostra que o cédigo comjmumal desenvolvido pode ser aplicado em
investigacdes mais profundas dos casos aqui caadmee de mais efeitos e condigdes sobre 0

escoamento e acoplamento do campo magnético nminde canal. Mais ainda, o codigo pode
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ser estendido para outras formulacées ou modeltsnmaticos, além de outras geometrias de

interesse.

Finalmente, a contribuicdo que o presente trabalbr@senta em relacdo a trabalhos
anteriores (REGO, 2013) e (PONTES, 2015), quezatdim a GITT como ferramenta de
solucdo é que, em relacdo ao primeiro, a formulagAccamada limite que foi empregada, é
simplificada e ndo se considera a interacdo mubti® ® escoamento e 0 campo magnético;
engquanto que o segundo, apesar de empregar a &gdoutompleta de Navier-Stokes em sua
forma bidimensional, também nao considera a inferagntre os campos. Sob a luz destas
consideragOes, ambos os trabalhos, devem seladbtkzcomo referéncia para situagcdes em que
0 numero de Reynolds magnético € muito menor doaguaidade Reg, << 1). Isto posto, é
expoente a contribuicdo do presente trabalho mdeaéncias futuras, uma vez que a solucao é
feita na formulacdo completa de N-S e com o desitliplamento entre os campos magnético e
de velocidade, sendo aplicado para qualquer vatorndmero de Reynolds magnético e
diferentes condicbes de contorno, ou seja, sendxadp para diversos dispositivos

magnetohidrodinamicos, como bomba, medidor de vaadgerador.

Conclui-se, deste modo, que o objetivo do trabéth@lcancado de forma satisfatoria,
uma vez que foi realizada uma andlise detalhadaretapdo ao fenbmeno do escoamento MHD

em um canal de placas paralelas.
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7.2. SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Diante das conclusfes dadas na secao anterior @ eseopo do proprio trabalho, pode-

se colocar algumas sugestdes para trabalhos futuros

* Desenvolver um modelo em que as propriedades discde transporte sejam
dependentes da temperatura, de modo a consideeagaimma de aplicagbes mais
genéricas;

» Estender a analise para uma quantidade maior ds,aes novas geometrias para
o canal para que, deste modo, haja uma abrangénaiar do fendmeno
magnetohidrodinamico, oferecendo a comunidade ifimmtuma compreensao
maior acerca de suas solugdes e acoplamentos;

* Analisar as situacdes em gbe# Ha, isto €, as situacdes de geradores e bombas
eletromagnéticas, aprimorando o estudo acerca aadiogdes de contorno das
componentes do campo magnético, ressaltando-sefl@nicia do campo
magnético induzido sobre o campo magnético extienposto.

* Incluir a solucdo do campo de temperatura, na 8olwe acoplamento das
equacOes de Navier-Stokes na sua forma complets eqluacdes de transporte
do campo magnético.

» Desenvolver um procedimento experimental que p®pima visdo fisica mais
acurada e que possa, em definitivo, confirmar aalteédos dos trabalhos
descritos nesta area e neste trabalho. Um aparato este € mostrado por Aoki
(2011) e, entédo, sugere-se a construcdo de disjpssinais complexos como:
experimentos com modelos miniaturizados dentro danalg visando o
comportamento e a reacdo dos mesmos perante aas falgtromagnéticas
experimentos que analisem os efeitos sobre a demthde e sobre as

caracteristicas do escoamento, devido ao aquea@rpenefeito Joule.
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APENDICES !

2 Nesta secdo adota-se uma numeracdo de equacgdes independente da vista ao longo do presente trabalho.

Iniciar-se-a no numeral 1 e todos serdo precedidos pela letra referente ao apéndice, i.e., Al, B1. Diga-se
também que equacgdes do trabalho podem, eventualmente, ser citadas com sua numeracgado original.
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A — REGIAO DE CAMPOS COMPLETAMENTE DESENVOLVIDOS

A.1. CAMPO MAGNETICO

Tomando as equacgbes das componentes do campo vagfiey. 4.19 e Eq. 4.20,
respectivamente) na regidao de desenvolvimentoanuemte com as condigbes de contorno
associadas (Egs. 4.26 ¢, d, g, h):

_9m 1 (0B, 0°B
o-ay(ua2 VBI)+Rem£ax2 + af) (4.22)
_ 0o 1 (0°B,  0°B,
0= ax(uBZ vBi)+Rem{ P afj (4.23)
B (x0)=0 B (x1)= B, (X
- = . !dl )h
y=0 {BZ(X,O): Ha . {Bz(x,l): Ha (#26c.d.g.h)

E, considerando que na regido de escoamento ca@mmete desenvolvidou=u,, v=0,

B=B. B=B, e %Xz C, tem-se:

_d 1 d’B,

O_d_y(u‘”BZ“)-l-a df (Al)
1 d’B,,

0__Rem dy2 (A.2)

A solucédo da Eg. (A.2), sujeita as condi¢bes déornn, resulta, apds integracao:

B,.(y)=Ha (A.3)

. .d
E, como consequéncia; 0

B.(y)_dB.(y_
y dx

Assim, conclui-se que, na regido de escoamento lepanpente desenvolvido, ndo existe

componente vertical do campo magnético induzijp pois:

B,.(¥)=B.()+ Ha = B,.(y)=0 (A.4)
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Agora, substituindo-se a Eq. (A.3) na Eg. (A.lsul®, apos integracdo e uso das

condicbes de contorno:

B,..(Y) =—Re,[E,. y+ Hag, (Y] (A.5)
onde:
0.(y) = [ u.(y)dy (A.6)

E, como consequéncia:

dBl(‘j“y(y) =-Re,[E,, + Hau, (y)] (A.7)

OBSERVACAO: Avaliacio deE,

Tomando a equacéo da corrente para essa regiada giatla igualdade entre a lei de
Ohm, (Eq. 4.23 bk a lei de Ampere, (Eg. 4.24 b), tem-se:

1 (3B, 0B
Ez+uw|3>‘w_\éqw:an( o ;1/] (A.8)

E, levando-se em conta os resultados anteriores,egpiacao reduz-se a:

1 dB,
—__+ 7 A.9
E, + Hau, Re. dy (A.9)
Logo,
dB..(y) E
, - Re Hal —EFz - A.10
Ty &, a{ L (y)} (A.10)

Finalmente, da igualdade entre as Eqgs. (A.7) eQ)Adonclui-se que:

E, =-Ha (A.11)
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A.2. CAMPO DE ESCOAMENTO

Tomando as equacdes do campo do escoamento (Eg &£4. 4.18) juntamente com as

condicbes de contorno associadas (Egs. 4.25 e d.BBybrando que na regidao completamente

desenvolvidau=u,, v=0, p= R, J,=J,,, B=8B,, B=B, e ai: (, obtém-se:
X

oP, 1 d°uy 1
=——_ 4 = L A.12
0Xx Redy Re™ B (A12)
oP 1
=——+—] A.13
oy TRe’ B.. (A.13)
u,(0)=0, u, (L= (A.14a, A.14Db)

Note que, agora, o campo de pressdo é uma fungéeyep, = p,(x ), diferentemente

da situacdo em quda = 0, ondep, = p, (X .

Tomando a equacao da lei de Ohm (Eq. 4.23 b), acomsideracdes anteriores, tem-se:
J.=E,+Hay, (A.15)

Agora, substituindo-se a Eg. (A.15) na Eq. (A.E&utta a seguinte EDO:

dzuoo 2
-Ha‘u, =- A.16
ay L=—G (A.16)
Com
P,
CO :_(Re&'l' Ha. Ej (A17)

A solucao dessa equacao, satisfazendo as condie@@storno associadas é dada por:

K(senl{ H¢ y-1)] - serh Hay+ sehh ]-)a Hal
6(y-v). Ha=

u,(y) = (A.18)
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Onde,
Ha
K= A.19
2(1— cosl{Ha]) +Hasenlf H (A.19)
C, = K Ha* senlf Ha (A.20)
Ha?
-——(Ksen| H§-1),  Ha 0
F.(XY) _ 4e=! Re (A21)
o0X 12
-2, Ha=
Re

Agora, substituindo as equacbes envolvendo a derrena componentg do campo

magnético na equacao da quantidade de movimerdwet#oy, Eqg. (A.13), tem-se:

dBim(y)
M:S(y) Re Reh B =4~ dy Ha# 0 (A.22)

d
y 0 Ha= 0

- Campo de Pressad, (x, y)

Lembrando que, partla# 0, o campo de pressdo € uma funcada dg, p, = p.(x y), €
apos manipulacédo da Eq. (A.5), Eq. (A.7), Eq. (A.Ey. (A.21) e Eq. (A.22), com posterior

integracdo, obtém-se:

oP,

2 X = B (), Ha# O
0X 2ReRe,
P.(xy)= (A.23)
12 _
-—X, Ha=
Re

- Funcéo Corrente na Saida do Canag_(y)=¢, (y) = joy u,(y)dy

Substituindo a Eq. (A.18) na definicdo dg(y) e realizando a integracéo, obtém-se:

()= I-||<a(1 cosHa] - cospHay]+ codHa @y]y Hay senh H]z)

3y _Zy: Ha= |

(A.24)
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- Derivada Primeira Funcéo Corrente ¢ (y) = u, ()

Da definicdo da componente longitudinal de veladbéda

K(senl{ H¢ y-1)] - serjh Hay+ sehh ]—)a Ha0

W (Y)=u,(y= (A.25)
6(y-v). Ha =
- Derivada Segunda da Funcdo Correntey_ (y) = u,(Y)
Derivando a expresséao da velocidade em relaga&a (A18), obtém-se:
. , K Ha[Cosh H4 y-1)| — Cosh Haly, Ha C
Yo (y)=u,(y) = ( [ ] b ])) (A.26)
6(1-2y), Ha= |
- Derivada Terceira da Func&o Correntey_ (y) = u_ (1Y)
Derivando a Eq. (A.26) em relacdy abtém-se:
. K Ha?( SinH HE y-1)] - Sinh Haly, Ha C
g, (y)=u,(y) = ( 1 ] i b) (A.27)
=12, Ha=
- Derivada Quarta da Funcéo Correntey. (y) = u, ()
Derivando a Eq. (A.27) em relacdy abtém-se:
. K Ha®*(CosH H4 y-1)] - Cosh Haly, Ha
Y. (y)=u,(y) = ( { ] b ];y (A.28)
0, Ha=
- Fungdo h,(y) = [ B.(y) dy
Substituindo a equacgéo &, (y), Eq. (A.5), na definicéo di, (y), tem-se:
(A.29)

h,(y)=Re, Ha[ [ y- g, (] d
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Agora, inserindo-se o resultado de(y), Eqg. (A.24), na equacdo acima e realizando a

integracéo obtém-se:

HaRe,

h(y)=1 2
0, Ha=

(y2+a1K), Ha# O (A.30)

onde

a, = 2Ha y(cosH He - )—( HE ¥ + 3+ ésenb Hajy seph Hiak )},)

- Funcdo Campo Magnético, (X — o, y)
Das relagBes entre a funcdo escalar campo magnétia® componentes do campo
magnético na regido completamente desenvolvida:

_9B. A
2

ay *7 9x

B...

E empregando-se as Egs. (A.3) e (A.5) obtém-se:

B.(x - o, y)=—Hax, + () (A.31)

OBSERVACAO: Condi¢des de Contorno na Entrada do Caal

Na entrada do canal, sdo permitidas diferentesiplidades de entrada para os campos
de escoamento e magnético. Pode-se empregar qupkrtiepara estes campos na entrada, mas
em particular, o interesse é voltado a aplicacaoumnhe perfil de velocidade uniforme ou
parabolico (obtido de um escoamento completameeserdolvido sem aplicacdo de campo
magnético). Com essa configuracéo, estuda-sew@ifia da aplicacdo de um campo magnético

externo sobre o desenvolvimento do escoamentdia gearum perfil uniforme ou parabdlico.
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a) Perfil de velocidade uniforméde = 0): u(y) =1

9N =@ (M= uly)dy=| dy (A.32)
(V) =¢(Y) =Y (A.33)
Nesse caso,

h(y) =], B(y)dy=0 (A.34)

b) Perfil de velocidade parabdlichig = 0): u,(y) =6( y- ¥

(V=@ (N=[ uly)dy=6["( y- ¥) dy (A.35)
0.(Y) =¢(y) =(3y -2V (A.36)
Nesse caso,

h(y)=[ By)dy=0 (A.37)

c) Por outro lado, caso se imponha um perfil de camagnético, deve-se aplicar um perfil de
velocidade desenvolvido que corresponda a aplicdedse campo magnético. Assim, se for
imposto um perfil de campo magnético obtido de ustoamento completamente
desenvolvido pardda# 0 como o dado pela Eq. (A.31), o perfil de velocelad entrada

deverd ser aquele dado pela Eq. (A.25):

u(y) = K(senlﬁ H& y1)] - serfh HYy+ se[nh])l (A.38)
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De maneira que a funcao corrente na entrada sdegpdda Eq. (A.24):

0.(Y) =@y = [ uly) dy

w.(y) :Hia(l— cost{ Ha] - coshHa y]+ codhHa {1y]y Hay senh I—]z) (A.39)
E, agora B.(y) = B..())

h(y)=| B.(Y)dy=Re, HJ [ - g(y] d (A.40)



B — PRINCIPAIS PARAMETROS DE COMPARACAO

B.1. FATOR DE ATRITO LOCAL (FATOR DE FANNING) - f,

162

E funcdo da tenséo de cisalhamento média nas gatledeanal (gradiente de velocidade
médio) e é associado aos requisitos de poténciaboanbeamento do fluido, sendo definido por:

*

Yo

¢ :ﬂau 2
© Ty, pUZ

Uehp eu= oy , tem-se

U oy

Adimensionalizando cotu’ =uUe e y' = hy, tomandoRe=

Assim, na parede inferior:

2
x0 :Rig_lj = fxOR?e:a_j = fxO_Re:a_w
e y=0 y=0

Na parede superior:

(B1)

(B2)

(B3)

(B4)

(BS)
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B.2. FATOR DE ATRITO MEDIO - f

Xm

Por defini¢ao:

A, =mar | ‘/g”z

% J\ f LA, (B6) "

Figura 1B: elemento de drea no canal.

Observando a Fig. (1BA =wx, dA =wdx e os fatores de atrito locais nas paredes inferior

superior sao respectivamentg,e %1, entao:

1 x _l¢xf 20u  20u
fxm_;«[o(f”Jrf)‘L)dx_;JO[Eea_)Lyo Re J v 7

2 ox auJ 6U)L
=2 |94 o4 gy (B9)
xm xRejO[a =0 O yJ

Sea—u

oy

Ju

entao,
y=o 0¥

y=1

ou 4 x| 0%y
f dx=—"— || =%
M X Re [0 ;Jy:OJ % Re[o { ay?

Com a Eq. 5.16, para o filtro de velocidade:

de (B9)
=0

awH azwoo|
'™ el ( o2 de (810)

-

Fazendo a transformacéo integral da equacéo acima,;

4 1N¢ 9%
fXI’Tl_ |: J. lpHI dX+ al//

Rel x5 '

] (B11)
y=0
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C — CONDICOES DE CONTORNO PARA O CAMPO MAGNETICO

Para a analise das condi¢cdes de contorno do canggmético nas placas isolantes

inferior e superior, tome-se uma superficie ganssilindrica e uma curva amperiana ABCD

gue atravessam a superficie inferior, conforme ra@sFigura (1C).

Ay

g - B Int
B (L) 1
A Interior do Canal
n (Fluido Condutor) A B
/\ —
t B,
SUPERFICIE FINA ISOLANTE ity X
I
Exterior do Canal
C

(Ar)

|

Ext(/))

Figura 1C: condigbes de contorno para o campo magnético.

Componente Normal:

Aplicando-se a lei de Gauss sobre a superficiadeita de espessura infinitesimal (as
contribui¢cdes sobre a superficie lateral do cilinskerdo negligenciadas), tem-se:
¢ BldA=0
ag
¢ _Bey [-h)dA+$ B, O(n)dA=0
= Bini(o) = Bext(o) =0

ComoBex (7)=Bo, entéo, observa-se que ndo ha descontinuidadentigonente vertical
do campo magnético entre o meio externo ao capallwdo condutor ndo magnético. Assim,

considerando a espessura das placas isolantesridesuperior, como despreziveis e, adotando
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a nomenclatura do presente trabalho, tem-se a ipsireguacao para a condicdo de contorno da

componente vertical do campo magnético nas placas:

B, (x,0) = B, (x,1) = B (C1)

B, (Xal)nt =B (Xsl)EXt =Bo + B> (induzido) (CZ)

Salienta-se, peremptoriamente, que a component&aledo campo magnético total
sofre variagbes dentro do canal devido a condigéescoplamento MHD discutido no escopo do
presente trabalho.

Componente Tangencial:

Aplicando-se a lei de Ampére sobre a curva ABORIeoBC = DA=0 e AB=CD= L,
(as contribuicdes sobre os lados BC e DA serdageegliadas), mostrada na Figura (A2), tem-
se:

@I‘ é ﬂjz =H ITotal

B~ D -
J-A BInt [t d¢ +-[C BExt E(_t )d€ =H ITotal
= Bty L = Bexen L= M ot

_ . 1otal
= Blnt(//) - BExt(//) =H Eta

. | . .
Observe-se aqui que o ternEeTE—‘a' representa a corrente total no interior da curva

ABCD por unidade de comprimento ao longo da diregdoomo a espessura do retangulo
ABCD é desprezivel, estas correntes estdo assscadarrentes locais, correntes de superficie.
Lembrando que as placas (inferior e superior) sélamtes e, portanto, ndo serédo consideradas
correntes de superficidsota=0, @ componente horizontal do campo magnético também
continua. Assim,

Bint¢ry = Bextun (C3)
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Escrevendo o resultado acima com a nhomenclatupaedente trabalho, tomando que, no

modelo adotado, o campo magnético externo € verieaseja,Be, ;) =0, tem-se:

B(x0)=0 (C4)

Para a placa superior, 0 campo induzido, devidacaplamento magnetohidrodinamico,
pode gerar uma componente horizontal na placa isupeas, como ndo ha corrente livre nas

placas, esta componente ndo sofre descontinuidatis:

Bintgn (X1)= Bexeon (X1 )= By, (CS5)

Onde, B, é o valor da componente horizontal do campo magnéstal adotado no presente

trabalho.



